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Introdtictimi, 

Soit réquation différentielle linéaire 

dans laquelle nous supposons que p^{x) j . . . ^ p^{x) désignent des fonc- 
tions analytiques uniformes de la variable Xj telles, que dans chaque 
portion finie du plan des x il n'existe qu'un nombre fini de points sin- 
guliers a^ , a, , . . . , a„ , . . . de ces fonctions, ce qui revient ä dire que 

lim I aJ = CO 



yaoa 



si le nombre des points singuliers est infini. 

Soit t/i , 2/2 , . . . , t/n ^^ systéme fondamental d^intégrales, soit x^ un 
point quelconque, qui n'est point singulier pour aucune des fonctions p^{x) 
...,jp„(flj) et soit enfin L une ligne fermée, continue, passant par le 
point x^. Soit de plus ^^{x — x^) ^ . . . , $p^(a; — x^ un systéme d'élé- 
ments des intégrales y^, ...,y„. Si, en partant de ces elements on fait 
décrire a a; le contour fermée L, les elements ^^{x — ^o)>--->^«(^ — ^0) 
éprouvent une substitution linéaire, c'est a dire on obtient, en revenant 
au point x^j un nouveau systéme d^éléments ^^{x — ic^) , . . . , ^n{x — x^), 
qui sont unis aux elements primitifs par des relations de la forme 

(O ^m(.'^ — ^0) = a„,i5Pi(a: — .To) + ... + a^„5p„(:r — a^o), <m-i,5 «> 

Arta mathtmatica. 15 Imprimé lo 2 mal 1890. ^ 
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dans lesquelles «;„!,..., a^» désignent des constantes par rapport a x. 
Les constantes a^i , . . . ; a^„ restent les mémes, si Ton transforme d'une 
maniere continue, iiiais sans jainais passer par un point singulier, la ligne 
L dans une autre ligne fermée, passant aussi par le point x^, On sait 
de plus, que si Ton forme la fonction entiére et rationnelle du n^°* degré 
d'une nouvelle quantité cd 



(2) 



a 



11 



(O 



la 



• • • 



a 



u 



a 



22 



a. 



(O . . . 



a 



2n 



• • • 
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ni 



a 



n2 



a^n ~ ö> 



les coefficients de chaque puissance de w dans eette fonction sont des 
invariants, c'est a dire non seulement qu ils restent les mémes pour chaque 
substitution donnée ou quMls ne varient pas si l'on transforme d*une ma- 
niere continue le contour L dans un autre contour fermé, sans passer 
par un point singulier, mais de méme quMls sont indépendants du change- 
ment de substitution qui a lieu en prenant pour point de départ un autre 
point x^ et un autre systéme fondamental dMntégrales yi,...,y«.^ 

On peut montrer que le probléme de représenter analytiquement les 
invariants des substitutions qui correspondent a une ligne fermée L quel- 
conque peut toujours étre reduit a celui de représenter les invariants des 
substitutions correspondant a une autre ligne fermée, ne se coupant pas 
elle-méme et située entiéreinent entré deux cercles dont le centre est a 
Torigine des coordonnées, dont chacun passé par un point singulier et qui 
enferment un anneau circulaire C, lequel ne contient pas de point sfn- 
gulier a son intérieur. 

MM. FIamburger' et Poincaré' ont été les premiers a traiter ce 

* FucHs. Zur Theorie der Unearea Differentialgleichiingen mit veränderlichen 
Coefficienfen, § 3. Journal fttr M athematik. Bd. 66. 

* Hamburqer. Uber ein Princip zur Darstellung des Verhalt&ns mehrdeutiger 
Funciionen einer complexeyi Variabeln, inshesondere der Iniegrale linearer Differens 
tialgleichurtgen in dér Umgehung singulärer Punkte, Journal fttr Malhematik. 
Bd. 83. 

* PoiNCARÉ. Sur les groupes des équaiions difft^rentielles linéaires, page 211. 
Ce journal, Torne 4* 
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dernier problcme de représenter analytiqueirient les invariants qui corres- 
pondent a une ligne L enfermée dans uii anneau circulaire, C 

La méthöde de M. Hamburgeu ne peut étre appliquée que si les 
rayons des deux cercles limites de Tanneau circulaire considéré satisfont 
a une certaine inégalité: de plus dans les series au moyen desqiielles M. 
Hamburger exprime les invariants, entré la quantité x^^ quoique les in- 
variants eux-mémes en soient indépendants.^ 

M. PoiNCARÉ s'est äfFranchi de la supposition comportant une restric- 
tion a la généralité des resultats obtenus par M. Hamburger. Mais en 
examinant de plus prés les expressions obtenues par M. Poincaré on voit 
qu'elles dependent, non seulement comme les series de M. Hamburger, 
de la quantité arbitraire x^^ mais encore d*une autre quantité, qui est de 
méme arbitraire dans certaines limites et dont les 'invariants sont indé- 
pendants aussi bien que de Xq. On obtient les expressions de M. Poin- 
caré en donnant a ces deux quantités arbitraires certaines valeurs parti- 
culiéres. 

M. FucHS s'est occupé de ce problénie ^ bien avant MM. Hamburger 
et Poincaré ; mais son but parait avoir été plutöt de montrer que pour 
chaque équation difFérentielle linéaire et homogéne dont les coefficients 
sont des nombres donnés, il existe toujours certaines operations, au moyen 
desquelles on peut calculer la valeur numérique des invariants, que de 
trouver des ^expressions qui établissent la dépendance des invariants d'une 



/ Je vcux profiber de cotte occasioo pour fairc ressortir la circonstaoce suivante, 
qui parait ne pas avoir été rcmarquée jusquä present: M. Hamburger dans le mé- 
moire cité qui a pjiru en iS//*) & trouvé dan:) les expressions qu il donne pour les in- 
variants toute une classe de series, qui jouissent de la propriété de représenter des con- 
stantes différentes dans différentes portions du plan. L importancc de series pareilles au 
point de vue de la théorie des fonctions ressort des mémoires suivants, qui ont paru posté- 
rieurement ^ celui de M. Hamburger: 

Weierstrass. Zur Fuiictionenlehre, Monatsbericht der Königl. Akadeuiie 
der Wissenschaften zu Berlin, August 1880. 

Hermite. Sur quelqties jpoints de la théorie des fonctions, Aeta Societatis 
Scientiarum Fennic». T. 12*. Helsingfors 1881. Journal fUr Mathematik. 
Bd. 91. Berlin 1881. 

' FycHS. Vher die Darstellung der Functionen complexer Variabeln, ins- 
besandere der Integrale linearer Differeniialgleichungen. Journal fttr Mathematik. 
Bd. 75. Berlin 1873. 
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équation différentielle linéaire de ses constantes au point de vue de la 
théorie des fonctions. De plus la méthode de M. Fuchs n'est applicable 
que sous une restriction importante. 

Dans son mémoire celebre dans le toine 66 du journal de Bor- 
chardt/ M. Fuchs a montré, quon peut toujours choisir un systéme 
fondamental d'intégrales y^ , . . . , y„ de telle maniére que toutes les valeurs 
de y^ (ni = i , 2 , . . . , w) a Tintérieur de Tanneau circulaire C peuvent 
étre exprimées par une expression analytique de la forme suivante: 

(3) x''-[Lo{^) + fU^) log o; + f^,{x){losxy + ... + L.S^){logxy-\. 

Dans.cette expression les /£„ désignent des constantes par rapport h x et 
fmo{^) 9 fmi{^) j • • • j finvS^) sont dcs séries proccdant d'aprés les puissances 
entiéres positives et negatives de x. Cest seulement dans un cas tres 
special que M. Fuchs a pu calculer les coefificients des différents termes 
de ces séries: dans celui ou les series ne contiennent les puissances nega- 
tives de X qu'en nombre fini. Mais dans le calcul des invariants il 
suppose connus les coefficients des séries fm(i{x) , . . . , fmv»{^) toutes les 
fois qu'on prend comine Torigine des coordonnées un point singulier de 
réquation différentielle et que le cercle limite intérieur de C se réduit a 
ce point. La méthode ne peut donc étre appliquée méme au calcul 
numérique des invariants que dans le cas oii toutes les intégrales de 
réquation différentielle ont la forme réguliére dans Tentourage de chaque 
point singulier situé dans une portion finie du plan. 

En démontrant qu'il existe toujours un systéme fondamental d'inté- 
grales y^ (m = i , 2 , . . . , w) tel que toutes les valeurs de y^ correspon- 
dant a un point ä Tintérieur de Tanneau circulaire C peuvent étre 
représentées par des expressions de la forme (3), M. Fuchs n'a point, 
comme nous Tavons déja fait remarquer, résolu le probléme de former 
réellement ces expressions. Pour le cas ou le cercle intérieur lifnitant 
C se réduit ä un seul point, la solution de ce probléme a été donnée 
par M. PiCAKD.' Pour le cas general, ou le cercle limite intérieur de 
Tanneau circulaire C a un rayon quelconque, on en trouvera la solution 
compléte dans le § i du present mémoire. 

^ Zur Theorie etc. 

' Comptos rendus, mars 1879. 
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Duns le § 2 je donne une expression des invariants, qui découle 
des series de M. Poincaké, mais qui est libérée de la quantité arbitraire 
fluperflue x^. Pourtant chaque terme de ces invariants contient encore 
une certaine quantité positive, arbiträire entré deux liinites données, dont 
les invariants eux-mémes sont absolument indépendants. . 

Dans le § 3 je développe toute une classe d^expressions nouvelles, 
qui sont toutes aflFranchies de la quantité arbiträire x^. En faisant la 
méme restriction que M. Hambuuger on retrouve parmi ces expressions 
celle donnée par lui, seulement présentée sous une forme qui ne contient 
plus la quantité arbiträire x^. 

Supposons que les coefiicients de Téquation différentielle proposée 
soient des fonctions rationnelles de x, de maniére que Ton puisse Técrire 
sous la forme 

(^) di' + />„(*) d.r-' + • • • + pj:^^ - « 

ou 

Po{x) == {x — «,)" , . . . ,{x — a,)", 

rtj , rtj , . . . , a^ , J,^ (vi = I , 2 , . . . , « , g = O , I , . . . , j;,) désignant des con- 
stantes données et g^ y g.^} - - - 9 Qp étant des nombres entiers positifs. 

Les invariants qui correspondent a une ligne L quelconque, peuvent, 
du raoins dans le cas oii Téquation différentielle est du 2°* ordre, étre 
exprimés algébriquement au moyen des invariants correspondant a un 
certain nombre de substitutions, que Ton obtient lorsque Ton suppose que 
le contour feriné L ne circonscrit qu'un seul ou tout au plus deux point^ 
singuliers/ Dans le § 4 on rarnéne Tétude de ces derniers invariants ä 

* Voir PoiNCARÉ, Les fancHona fuchsiennea et V arithmétiquey Journal des 
math. pureB et appliquées, 4^°*^ serie, tome 3. Quand le mömoire prdsent <Stait 
ddj^ terminé Tauteur a eu cooDaissaDce dune théae de M. Vogt {Sxir les invariants 
fondamentatix des ('quations difff!rentielles lincaires du secoiid ordre. Paris 1889) 
dans laquelle ce théoréme de M. PomCARÉ se trouve exposé en détail. On y trouve 
aussi des expressions analytiques pour les invariants åuue dquation différentielle de 2°^® 
ordre dont je me propose k un autre endroit de faire ressortir les rapports avcc les ex- 
4>res8ions déjk connues. 
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celle des invariants déjä traités dans les §§ 2 et 3 et il se trouve que ces 
derniers invariants peuvent étre représentés par des expressions analytiques 
absolument de méme forme que celles trouvées dans les paragraphes cités. 



§ 1. Sur la representation analytique des intégrales d^une équafion 

différentiélle llnéalre et honioyene dans IHntérieur d^un anneau 

circnlaire qui n^enibrasse aucun itaint singulier. 

Considérons l'équation différentielle 

en faisant par rapport aux coefificients ^j(aj) . . . /?„(rr) les mémes suppo- 
sitions que dans IMntroduction, cest a dire quils sont des fonctioris ana- 
lytiques uniformes de la variable indépendante x nayant dans chaque 
domaine fini de cette variable qu'un nonibre fini de points singuliers. 
Désignons par C Tintérieur d'un anneau circulaire, dont les deux cercles 
limites ont Torigine pour centre et passent par des points singuliers de 
Téquation différentielle (A), ma is de maniére qu'aucun point singulier ne 
soit contenu dans C méme. 

Soit y une intégrale de Téquation différentielle Ä et posons 

(1) X = /?e'''', I a; I = yo. 

Pour une valeur donnée de rr a Tintcrieur de C la valeur correspondante 
de y n^est point en general définie d'une maniére univoque, ear cette 
valeur n'est pas en general fonction périodique de é^. Mais si nous fixons 
d'une maniére arbitraire qu'un element fonctionnel donné de Tintégrale 
y doit correspondre a une paire de valeurs données p^, 9^, il n'y aura 
plus rien d'indéterminé, et a chaque paire de valeurs données /> , ?9 a Im- 
térieur de C ne correspondra qu'une seule valeur de y. 

Soit a;^ un point quelconque a Tintérieur de C Menons de Torigine 
a Xq une ligne droite et prenons sur cette ligne deux points x^ et x^y 
tous les deux appartenant a C et tels que Ton ait 



(2) 



^1 



<\x. 



^0 = v/«^' 
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On a 



.(3) 



^2 — ^0^ ' 
^1 = ^0^ > 



Ä étant une quantité positive 

(4) ^ = >^l- 

Désignons par X Tanneau circulaire, limité par deux cercles dont le 
centre commun est ä Torigine et dont les rayons sont égaux respective- 
ment a |rrj et a lajjl- 
Si Ton pose alors 

(5) x = x^e' 

Tanneau circulaire X dans le plan de x sera représenté dans le plan 
de z par une bände K, située entré deux lignes droites paralléles, formant 
un angle droit avec Taxe réel et coupant cet axe respectivement aux 
distances h et — h de Torigine. A chaque point z ä Tintérieur ou a la 
limite de K correspond une, et seulenient une, paire de valeurs />, é^ , dé- 
terminant un point x a Tintérieur ou a la limite de X. Et réciproque- 
ment a chaque paire de valeurs p , #, définissant un point a Tintérieur ou 
a la limite de rr, correspond un seul point z a Tintérieur ou a la li- 
mite de K. 

Introduisons maintenant une nouvelle variable <, définie par Téquation 

oii la constante a est définie par Téquation 
(6') aA = 5. 

A la bände K dans le plan de x correspond dans le plan de t un cercle 
H qui a pour centre Torigine et pour rayon Tunité. Au point infihi- 
ment éloigné ou les deux lignes paralléles, qui limitent la bände Kj se 
coupent au-dessuft de Taxe des x^ correspond le point t = — i, et au 
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point d'intersection de ces deux lignes au-dessous de Taxe des x corres- 
pond le point t = -\- i. Au point ;2f = o correspond le point t = o.^ 
En éliminant z des équations (5) et (6) on trouve 



(7) t=^^ 



I 

0> 



ITi 

+ 1 

O' 



M --.(^) 



SA 



A Taide de cette relation, Tanneau circulaire X dans le plan de x est 
représenté conformément sur le cercle H dans le plan de <, de maniére 
qu'a chaque paire de valeurs /> , tf , définissant un point x ä Tintérieur 
ou a la . liraite de X, ne correspond qu'un seul point z ä Tintérieur 
QU ä la limite de Sy et réciproquement, ä chaque point t a rintérieur 
ou a la limite de ff, a Texception seulement des deux points t = — i, 
^= + I; ne correspond qu'une seule paire de valeurs p^ff) définissant 
un point ä Tintérieur ou a la limite de X. A la paire de valeurs yö^ , tf^ 
définissant le point x^j correspond le point ^ = o. 

Soit maintenant f{x) une fonction analytique, qui se comporte ré- 
guliérement partout ä Tintérieur de X. Si Ton pose 



*iA^ 



A^) = /'Uo(f^) ;=^(o 



en fixant Télément de f{x) qui doit correspondre 'd p^^^^ {x^ = p^e'^^) F{t) 
representera une fonction réguliére et uniforme a Tintérieur de H, et 
pourra par conséquent étre développée en une serie procédant suivant les 
puissances entiéres et positives de ^, et convergente a Tintérieur de H. 



* Cette substitutioD a été employé par M. PoincarÉ dans le probléme des trois 
corps de la mécanique (Comptes rendus, 2J février 1 882) ainsi que dans le calcul des 
iDTar-iants d^une équatioa différentielle linéaire et homogéne (Sur les grotipes des équatwns 
Unéaires. Ce journal, T. 4, page 2ll). Cf. § 2 de ce mémoiré., 
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On a par conséquent 



fix) = P 






i)- 



m 

ih 



ou 



9h 






5 

SA 



est une serie entiére qui pour chaque paire de valeurs ^o , tf définissant un 
point X a rintérieur de X donne la valeur correspondante de f{x). Les 
coefficients des différentes puissances de ^ 






ni 
2A 



1 



(I) 



3Ä 



+ I 



dans cette expression peuvent étre obtenus sans difficulté si Ton con- 
nait les coeflRcients de l'éléinent fonctionnel de f{x) qui correspond ä 
P%7^o (^ = ^0 ~ Po^*^*)' Désignons en effet par 5p(rr — oc^) cet éléraént. 
On a alors dans le voisinage immédiat du point x^ défini pär ces va- 
leurs />^ , «o 

nx) = ^{x-x,), 

d'ou il suit, pour le voisinage immédiat du point / = o, 



v 



fix) = 5p U, 



m 



Vi 




Cette serie étant uniformément convprgente dans le voisinage immédiat 
de t = o, Qu peut, d'aprés un théoréme de M. Weierstrass,^ la trans- 



. 1 



voir page 73 dans Zur Functionenlekre, AbhandlungeD aus der FuDCtio- 
DCDlehre. Berlin l886. 

Acta matkematiem, 15. Imprimé le 8 mal 1890. 2 
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former en une serie procédant d'aprés les puissances éntiéres positives de 
t et convergente dans le voisinage immédiat de t = o. Gette serie doit 
évidemment étre identique ä la serie P{t) dont nous venons de déraontrer 
Texistence et qui est convergente pour toutes les valeurs de t telles que 
t\< i. Les coeflficients de P{t) peuvent done étre exprimés d'une ma- 
niére simple ä Vaide des coefficients de la serie 5p(a; — x^). 

Dans le oas que nous considérons f{x) est une intégrale de Téqua- 
tion diflFérentielle (A) et les coefficients de ^{x — x^) sont donc donnés 
immédiatement en fonctions des constantes de cette équation différentielle. 
Ecrivons cette équation de la maniére suivante: 

On a alors 



(9) 






6^^'''\PP^^^P^')dy er-^^PP ^ . . . O.; 
i^o""' dx'^ PJ- 



Les symboles G représent^ent des fonctions éntiéres de dimension (i^ + i) 

des fonctions P^ , P^ , . . . , P^ et des dérivées de ces fonctions jusqu'ä 

Tordre p. Il est a reinarquer que les coefficients de G sont des nombres 

entiers. 

Choisissons maintenant un systéme fondamental d'intégrales y^, ...,y, 

de telle maniére, qu'ä la paire de valeurs />., ^^^(a?^ =yO^€'*«) correspondent 

\ 

On a alors dans le voisinage immédiat du point rr. définr par la paire 
de valeurs />© > *o ^ 



• 



I v-0 ! 



les coefficients ^V^^i^^) dans cette équation étant définis pai^-réquation 
(9), lorsque Ton pose dans cette derniére x = x^ et qu'on prend e'n con- 
sidération Téquation (10). 



Sar les équatioDS différentielles lioéaires et homogéDes. 
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Si Ton pose dans Téquation (ii) 



X — x^ = x^ 



2A -I 



et que Ton développe le c6té droit de eette équation en series P„,{t) 
procédant d^aprés les puissances croissantes de ^, et convergentes pour 
toutes les valeurs de t telles que |^| < i, ces series représenteront des 
intégralfes de Téquation différentielle (A), si Ton introduit dans cette der- 
niére la variable indépendante t au lieu de x. 

Spit v^{t)y ..,jV^[t) un systérae fondamental d'intégrales de Téquation 
diflférentielle transformée, défini par les conditions sui vantes 



On aura alors 
(13) 



y^n — m f v <n — i; 



-^-— = I pour t = o. 



fn—m 



v-0 



^n + i 



n + I/' 



(!!•■■ 1| i, ...f *•) 



• • 



amsi que 
('4) 



Pm{t) = c,«»i(0 + c,„«,(<J + . . • -H c,,t;,(<). («=■„»,...») 



Pour obtenir les constantes 



4>l et c,„ 



\ 



w-0. 



), 1,2, .../ 



nous introduisons les notations sui vantes. On a 



05) 



— 



lii)"-, =.(g.<)'|M. + (W + ...| 



GU {hq\ = I et (}iq\ (y = i , 2 , 3 , . . .) désigne une fonction entiére ra- 



2h 



tionnelle de — r et de ^ de degré y par rapport ä chacune de ces deux 

quantités et dont les coefficients sont des nombres rationnels. On a de 
plus [og\ = o aussi bien que [Ao], = o. Nous fixons de méme que 



(16) 



[hg], == o pour i» = — i, — 2,— 3,.... 
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En égalant les coefFicients des mémes puissancés de ^ du c6té droit et 
du c6té gauche de Téquation (14) on obtient pour les constantes c^ 
Texpression sui vante 



(17) 



n 



^rm — 



ti — TU 



.[A,» — jn],_,(^a;,y 



r-l,2,...,iiy 



d'oii il suit 



(18) 






c^« = o 81 r > m , 



^nn — ^> 



c^„ = 0, 81 r < i» . 



Les coefificients tp peuvent ä leur tour étre exprimés en fonctions des 
coefiFicients jp a Taide des formules de récursion : 



(19) 



n + i/ 



n + w 






n + V 



n — w 



n + y 



...+ 



n — m 



n — m 



[/» , n — m\ ^ 



n + y 



m 



(«.) 



7i + y 



^i^^^u.^ (^^.)>'"]-'t?^+ (é-.)"'[*- + ■J- ^'-^ • 



•■•+(S''-)""'f*'"+''-'i>'° 






(«.) 



n + y — I 



+ 



S<>,"+.).^-^. 






lesquelles deviennent pour w = n: 



(20) 



n+v 



f ^r'(a!,) /4A 



n + y 



=.($^.)"p-]-^-¥+a^.r['-+']-^+- 



•••+(s^.rt*"'+'].Cft'- 



(v-o,i,a,...) 



Nous avons donc cöraplétéinent résolu le probléme que nous nous sorhmes 
proposé au commencement de ce paragraphe. Nous avons démontré 
en effet: 



Sur les équatioDS différcDtielleS lia^irea et homogbnes, 



id 



que ies expressions du cöté droit deg équaUons 



(21) y«(aj)= > c,^- 




A-l 



n — Å 



( 



tri 



(I) 



iri 
2Ä 



+ I 



n-A 




v«0 



ni 



""lll + W 






7k 



+ I 



(illa 1 I 9) ...(It) 



représentent å Vintérieur de Vanneau circulaire X un systéme fondamental 
cCintégrales de Véquation différentidle (A). Ces expressions représentent les 
valeurs des intéffrales pour chaque paire de • valeurs /> , ^ (a; == pe*^) , qui 
correspondent å un point å Vintérieur de Vantieau circulaire considéré. Pour 
X = x^ et å = ff^ les relations (10) ont lieu. Les constantes Cxm ^ont dé- 
finies par les formules (17) et les coefficients ^"^(ä^o) P^^ ^^ formtdes de 
recursion (19), dans lesqu^les les expressions ^{x^) sont données en fonc- 
tions des öonstantes de VéqUQtion différentielle considérée. 

Vu que y^ j »",yn förment un systéme fondamental d'intégrale8 -et 
que chaque intégrale de (A) doit pouvoir étre exprimée ^n fbnction ho- 
mogéne linéaire a coefficients constants de yj,.-.,y«, on obtient donc par 
lä une expression semblable qui^ donne la valeur de chaque intégrale 
pour une paire quelconque de valeurs p , ff correspondant a un point a 
rintérieur de X. Toutes les quantités indépendantes de x dans* cette ex- 
pression sont des fonctions analytiques des coefficients de Téquation diflfé- 
rentielle proposée, du point x^ choisi arbitraireraent a Tintérieur de X 
et de la quantité positive 2ä, le logarithme naturel du rapport des rayons 
des deux cercles qui limitent Tanneau circulaire X. Cet anneau se confond 
avec C si Ton donne a Ä sa plus grande valeur A^, en prenant x^ sur le 
cercle limite extérieur, et x^ sur le cercle limite intérieur de C. 

Les coefficients des différentes puissances de 



r 



2Ä 



t = 



(5)- 



tzi 
2Ä 



dans Téquation (21) sont des fonctions rationnelles et entiéres de — : . 

7n 
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Si réquation différentielle (A) a la forme %(B) de Tintroduction, tous 
ces coefiRcients sont de plus, par suite de Téquation (9), des fonctions 
rationnelles et entiéres des coeflFicients Arg (r = i , 2 , ..., n ; g = o , i , ..., p^) 
et des fonctions rationnelles de x^ et des zéros de -Po(^)* ^^^ coefficients 
de ces fonctions sont des nombres entiers. On peut ainsi transforraer 
(21) en une serie qui proeéde selon les puissances entiéres et positives des 
quantités -4^ et de t et qui est convergente pour tous les systémes de 
valeurs finies A^g et pour |<| < i.^ 

Les intégrales yi,...,y», considérées corame fonctions de la variable 
auxiliére /, ont des propriétés qu'il est bien de reraarquer. 

On a 



(22) y^{x) = P„{t) =^Cx„, 



A«l 



n 



t 



H-X 






pH+v 



S^A (g.) ^+ 



v-0 



n + V 



r 



(m^ • I •! •••> ") 



La serie du c6té droit de cette équation qui proeéde suivant les puis- 
sances entiéres et positives de t est convergente comme nous savons pour 
toutes les valeurs de t pour lesquelles on a \t\ < i . 

Lorsque x se trouve dans le voisinage imrnédiat du point x^ defini 
par les valeurs />o J #o> ^^ ^ 



yn.{x) = ^U^ — x,)^P„{t); 



ifn^l, 2, ...| n) 



les 



et lorsque x se trouve dans le voisinage du point x^^ définie par 
valeurs Pq^ ^^ + 2;r, on a. également 

Quand x passé du point x^ défini par p^yff^ au point rr^* défini par 
Po > ^Q "i" ^^9 ' ^^ transforme en t' et Ton a par suite de Téquation (7) 



(23) 



t' + l Jjrt + l 
= J\,r- 

t I t 1 



K = e ' 



Vu que la serie P«(<) est convergente pour toutes les valeurs de t 
pour lesquelles \t\ < i, on doit avoir 



' Voir page 21. 



\ 
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Mai8 il suit des formules (14) et (17) que les fonctions P«(<) (m= i, 2,...,n) 
représentent un systéme fondainental d'intégrales de Téquation différen- 
tielle transformée en i par la substitution .(7'). Le systéme d'intégrale8 
FnW de cette équation diflférentielle en t peut done étre exprimé en 
fonetions linéaires a coefiFicients constants des Pw(<) (m = i , 2 , . . . , t^). 
On a done le resultat suivant: 

Si \t\ < i et gue Von applique la substitution (23) on a 

Les quantités C^^ , . . . , C^m ^ont des constantes indépenddntes de t . 

Ön peut énoncer de mérae que si le second terme de Téquation 
diflférentielle (A), est egal ä zéro les constantes C'ji,...,C,^ sont assujet- 
ties a la condition suivante 

La propriété que nous avons obtenu pour les fonctions Pi(ir), .. ., P«(a;) 
est tout ä fait analogue ä celle qui caractérise les fonctions nommées 
par M. PoiNCARÉ fonctions zétafuchsiennes. 



§ 2. Une premiére mMhode de représenter les invariants d^une 

substitution qui correspdnd ä une ligne fermée qui embrasse les 

mémes points singuliers que Vanneau circulaire C. 

Soit comme dans le paragraphe précédent Vj (<),..., v, (<) un systéme 
fondamental dMntégrales de Téquation différentielle (A) transformée en <, 
définies par les conditions que, pour t = Oy on ait 

,. d'»» _ • v%n — m d»-"i>«. _ ^ 

^^ • df -°' v<n—i' dt'-'" - ^' 

et qui, par conséquent, peuvent étre représentées par les series suivantes 



00 



v ■ ^L. fl M J. U A \ *' 






' Voir PoiNOARÉ, Sur les groupes etc, pag. 202. 
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procédant selon les puissanoes entiéres et positives de t et convergentes 
pour toutes les valeurs de t, pour lesquelles \t\< i. Les coefficientfl 
S^m^*^(^o) ^*^^ ^^ series sont définis par les fornaules de recursion (19) 
du paragraphe précédent. 



Le c6té droit de i'équation 



(3) ^Uo(^) = v 



TTi 

I 



m 



i)"- 



iri I (msl,2, ...,n) 

SA 

+ 1 

o- 



OU 



( 



«o/ 



TTi 

2h 



pour 

nous fournit done une expression qui permet de calculer les intégrales 
d'un systeme fondamen tal V qui correspondent ä un point quelconque re, 
situé a Vintérieur de Tanneau circulaire X liraité par deux cercles dont 
le centre commun est situé en x = o et dont les rayons sont égaux respec- 
tivement a | 0?^ | et ä | a?, | . 
Posons maintenant 

(4). v^x{t)=—^r^^ 

{5) h — ri — t' • 



m 



o 



En posant de plus comme au paragraphe précédent 
(6) ^-'-^^- 

' Il resulta immédiatement de la formule (14) du paragraphe précddeDt que Zi{x\ 
. . . , Zn(x) förment un systéme fondamen tal d intégrales. 



\ 



Sur les équatioDS difff^ronticlles linéaircs et hoiuog^nes. 

bn a, comme on s'assure facilement, 
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Soit maintenant ^^[x — ä;^) , . . . , 5p„(iC — =• x^ les elements des fonctions 
z^{x) j , . , , z^{x) qui correspondent au point x^ et a la paire de valeurs 
Pq , i\, Lorsque la variable x décrit un contour fermé X, qui ne se 
coupe pas lui-inéme et qui embrasse les mémes points singuliers que 
Tanneau circulaire C, ces elements subisseut une substitution lincaire 



(8) 



S = 



V»i(<d) V„{Q . . . Vi,(<o) 



• • • 



.^«l(^o) V«2('o) . • • Vnn(<o) 



Nous obtenons donc pour les coefficients de cette substitution les expres- 
sions suivantes 



(9) 



oii Ton a 



v=-.0 I 



ifl 



Ä+w 



— I 



e 



+ I 



(lOj 



k^x = o pour / < m mais 



^»lA — ~3 



/ — m 




?. — m 



pour Å >_ m . 



La quantité h qui eritre dtuis Téquation (9) tst une quantité positive, 
laquelle, le point x^ étant "fixé, peut étre choisie arbitrairement, pourvu 
pourtant que sa valeur ne dépas&e pas celle que le membre droit de 
Téquation (4) au § i obtient, lorsque Tun des deux points x^ ou x^ est 
situé sur un cercle limite de C, tandis que Tautre de ces deux points 
est situé sur Tautre cercle limite ou a IMntérieur de C\ 

Si en désigriant par />, et p^ les rayons des deux cercles Hmites de C 

{P\ < P2) ^'^^ P^^^ ^1 = i^i > ^a ^ P^y ^^ P^^' conséquent x^ = \Jp,p^ , on ob- 
tient les expresslons des coefficients de substitution données par M, PomcAué.^ 



* Vnir PoiNCARÉ, Sur tes groupes etc. pjg. 211. 

Aeta mathanatiDa. lA. Itnprliné le 3 mnl 18D0. 
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Soit Xq un point quelconque, appartenant a un anneau circulaire X^, 
concentrique a Tanneau C et situé ä Tintérieur de ce dernier. 
Les series 



^fnx{t)y 






de méme que les series 



(I o 



CO 



r,{t) = TK{x,)f; 



yO 



(/»-1, 2, ...,«) 



qui represen tent les coefficients des différentes puissances de cd dans 



(12) 



(-0-- 



t;„(0 — ö> Vit(0 



Q) . . . 



Vu(0 



• • t 



• • • 



VnÅt) 



v«»(0 • • • MO — o» 



<o'+ F,(0.ö,-> + ...+ F._,(0.<w+ F.(0 



8ont convergentes pour toutes les valeura de t, pour lesquelles \t\< i . 
Les fonctions 






/a*-'!» *\ 



sont formées par Taddition et par la multiplication des coefficients de 
Téquation différentielle (A) J?,(^o)> • • -»-P^C^o)» des dérivées de ces coeffi- 
cients, de x^j de -^ et de certains nombres rationnels (voir formule (19) 

du paragraphe précédent). Si par conséquent p^{x^) , . . . , Ph{^o) sont repré- 
sentés ä Tintérieur de C par des series procédant selon les puissances 
entiéres positives et negatives de a?^, on obtiendra aussi ^'!^''{Xo) et ^P^JKrCo) 
exprimées sous la méme forme. 

Soit maintenant \ la limite supérieure de h lorsque x^ varie a 
Tintérieur et sur la limite de X^; prenons 



o < Aj < A < Ä^ 
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et posons 



A 





T 
é. 





e 


Al 


I 


.+ 


e 


"Al 


B 




I 




e 










«*• 



\ + 6 * 

On a alors 

\ > R^> R> o. 

Si lon fait alors parcourir ä x^ tous les points a Tintérieur et sur la 
limite de X^ et si l'on donne a t toutes les valeurs pour lesquelles 
|^|^-Ri> il existe une limite supérieure que les modules des cöefficients 
de réquation différentielle (A), transformée en /, ne peuvent jamais dé- 
passer. De cette circonstance, ainsi que de la procédure employée par 
Weierstrass ^ ainsi que par Briot et Bouquet ' pour démontrer \\\ con- 
vergence des series 

il résulte immédiatement que les series 
ainsi que les series 

F^(^) (/t«l,?,...,n) 

considérées coinme fonctions de x^ aussi bien que de <, sont uniforinément 
convergentes dans le domaine X^ ^t \t\<Ii. 

De cette derniére circonstance résulte que les series 



WsO 



* Weierstrass, Uber die Theorie der ancUylischen Faculiäten, Journal fttr Ma- 
them atik^ Bd. 51, pag. 43, et Sophib Kowalevski, Zur Theorie der partiellen Di/fe- 
reniialgleichungen, Einleituftg, Journal fttr Mathematik, Bd. 80. 

* Briot et Bouquet. Reclierckes sur les propriélés des fonctions définies par des 
équaiions différentieUes, Deuxiéme wémoire. Journal do Téoole polyteohnique. 
Cahier 36 (Torne 2l), page 1 33 sqq. 
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et 



oo 



(13) F^(<o) = S¥'';(;Co)<o» (>-t,J ») 



v = 

I 



les quantités li et t^ étant des constantes données, sont uniformérnent con- 
vergentes pour toutes les valeurs de x^ appartenant au domaine X^. 

Les series (9) et (13) peuvent donc, en vertu d'un théoréme de M. 
Weierstrass,^ étre transformées en series procédant selon les puissances 
positives et negatives de x^ et convergentes dans le domaine X^. 

Les series 

sont les invariants cherchés pour Tanneau circulaire C. Ils sont' indé- 
pendants* de x^ et si Ton pose par conséquent 

(14) Ki^o)=,^ '/■;;.. a;J, (.«-i,5 «> 

chacune des quantités 

QO 

^ v«=0 ' • \/z»l,2,...,n 

doit étre égale a zéro et Ton doit avoir 



00 



(16) K,(/o) = 2: '/';,.<;. 



v»0 



(/t=l,2,...,n) 



Gette formule nous donne Tune des expressions, que nous nous 
sommes proposé de déduire pour les invariants. Elie ne contient plus 
x^^ comme le fait Texpression donnée par M. Poincahé, mais elle con- 
tient encore la quantité positive arbitraire Ä, dont la valeur de Tin- 
variant est indépendante. Les coefficients ^'\q (/i= 1,2, ...,w, v = o, 1,2,...) 

sont des fonctions rationnellesde — :, et pour t^ on a lexpression 



'0 




G 


h 




I 


G 


"h 


+ 


I 



' Weierstrass. Zur Functionenlehre. Abhandlungon aus der Functioncn 
lehre. Berlin 1 886. Pag. 73. 
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La quantité h est positive et comprise entre les limites 
(17) o<h<l\og^,' 

/>j designant le rayon du cercle liinite intérieur et p^ le rayon du cercle 
limite extérieur de C. 

Supposous que les coefFicients de Téquation différentielle (A) soient 
des fonctions rationnelles de oj, de inaniére que cette équation puisse s'écrire 
sous la forme (voir rintroduction) 

^^^ dx- "^ P,(x) dx--^ "^ P,{x) dx—^ -t- • • • "T p^^^^y ^j 



ou 



P^{x) = {x — a^y^{x — a,y^ . . Jx — a,)^' 



et 



Pr{x) = A^ 4- A,.iX 4- A^x^ + . . . + A^p^x^, (r-1,2 «) 



Supposons de plus que les coefFicients (pl^''{xo) {m = i , 2 , . . . , n, 
v = 0, I , 2 , ...) dans les expressions (9, § i) des coefficients de substitution 
soient exprimées explicitement en fonctions de Pq{x) , . . . j P„{x) et de 
leurs dérivées. Les fonctions (PI^''{xq) sont alors des fonctions rationnelles 
de rCg , flfj , .. . , a^ et des fonctions entiéres rationnelles de A^^ (r= i, 2,...,w, 

q = Oyi , 2,..., 2),) et du quotient — :. Tous les coefficients de ces fonc- 

TTl 

tions sont des nombres entiers. 

Si on calcule les coefficients V^^X^o) 0^= ^ > 2, . . ., w, v==o, i , 2 , . . .) 
dans les expressions (13) qui représentent les invariants substitutionnels, 
ces coefficients seront aussi des fonctions rationnelles de x^ ^ a^ , . . . , a^ et 

des fonctions entiéres rationnelles de A^g et de — , dans lesquelles les 

coefficients seront des nombres entiers. 

Il n'est point difficile de montrer, que les series (9) et (16) sont 
uniformément convergentes dans chaque domaine fini des quantités A,.^ 
(r = I , 2 , . . . , w , g' = o , I , . . . , j9^); ces series peuvent donc étre ordonnées 
selon les puissances entiéres et positives de la variable t^ et de ces quan- 

* voir la forujulc (5) du § I. 
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tités Arg et elles resteiit convergentes pour tous les systemes de valeure 
finies des Ä^q^ Les coefficiente des différentés puissances de t^ et des A^^ 
dans les coefficieuts substitutionnels sont des fonctions rationnelles de 

^n > ÖS, , .... a„ et des fonctions entiéres rationnelles de — , et dans les in- 

variants ce sont des fonctions rationnelles de aj,...,a^ et des fonctions 

entiéres de — .. 

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant: 

Soit X un anneau circulaire dons le plan de x, ayant Votigine pour 
centre et ne contenant dans son intérieur aucun point singulier de Véqua- 
tion différentieUe (B). 

Les invariants substitutionnels pour chaque substitution que Von obtient 
en faisant parcourir ä la variable indépendante x un parcours fermé, ne se 
coupant pas soi-méme et embrassant les mémes points singuliers que Vanneau 
circulaire X, peuvent étre représentés toujoiirs sous la forme de series procé- 
dant selon les puissances entiéres et positives des coefficients 

A /r=T,5, ...,n\ 

et de la quantité 

C * — I 

C * + I 

h signifiant une quantité positive arbitraire, *contenue entré les limites (17). 

Ces series sont convergentes pour tous les systemes de valeurs finies des 

quantités Ärq- Les coefficients de ces series sont des fonctions rationnelles 

des quantités a^ , . . . a^ et des fonctions entiéres rationnelles de —. dont les 

coefficients sont des nombres entiers. Les invariants, dont Icb valeurs sont 
représentées par les sommes de ces series, sont indépendants du choix de 
la quantité arbitraire h, pourvu que cette derniére soit prise cntre les limites 
fixées. 

' voir Poin(;aré. Sur les fjroupes etc, § 3- 
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S 3. Une seconde maniére de représent&i' les invarUmts d^une aub- 

m 

stUuHon qui correspand ä tm parcoura fermé etnbrassant le8 
mémea paints 8inguUei*8 que Vanneau circulaire C. 

Soit x^ un point quelconque ä Tintérieur de C et introduisons dans 
réquation dififérentielle (A) au lieu de la variable indépendante x une 
autre variable r, définie par Téquation 



(O 



X = x^é". 



Désignons de plus par Wj(r , a:^) , . . . , u„{t , x^) un systeme fondamental 
dMntégrales de Téquation différentielle transformée, défini par les condi- 
tions que pour r = o on ait 



(2) 






v^n 



m , v <n — I ; 






= I. 



Dans le voisinage de r = o ces intégrales sont représentées par des series 
de la forme 



(3) 






^+1 



n + v 



(m«l,3,.. ,ii) 



Les coefficients X^^^^^i^o) (^= i>2,...,n, j; = o, 1,2,...) peuvent 
étre obtenus de la méme maniére que les coefficients j^m^*'(^o) ^^^^ le 
§ I. On obtient aussi des formules de récursion absolument analogues 
ä celles que nous avons obtenu (19) § i: 

— . [n — wO.-iM^ + = • [^ — ^'0.-2^^^ + 

n — m ^ J*" * w + v n — m ^ -^ n + v * 



n 

1 




2 


n 


•^^w 


ni 


n 




m 


II 




m 



I - L J» n + v 



(4) 






. . . + ..--.[» + . - 1], ^^l + ^0"^'. [n + v]„ ^ 



'•T''/ \ 

^m («o) 



V-0,1,«,..J 
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Dans ces forniules [g]^ (p = o , 1,2,...) désigne une constante définie 
par Téquation 

(5) {e- - ly = «'{[?]o + [qlu +[q]y + ...}. 
On a par conséquent: 

(6) [q]o = I et [o], = o, (v«o,i,»....) 
Nous poserons de plus 

(7) [?]. = o pour p=--= — I , — 2,.... 

Le symbole ^V''{^'o) (w = i , 2 , . . . , n , v = o, 1,2,...) désigne Texpres- 

sion de , ^^^ que Ton obtient en diflerentia;it (A), en posant ensuite 

X =^ Xq et en ayant égard aux équations (10) du § i. Le rayon de 
convergence des series (3) peut étre obtenu de la nianiére suivante. On 
prend sur la ligné droite qui unit le point x = o avec le point x =^ Xq 
deux points x' et oj", |a;'| < |a;" |, de inaniére que Tune de ces deux 
points au moins soit situé sur la limite, et Tautre ä l'intérieur ou a la 
limite de C, et que Ton ait en plus 



(8) Xo = yjxx" . 

Le rayon de convergence des series (3) est 



I, x" 



(9) Ä'=2^^g7- 

Il est a remarquer aussi que le rayon de convergence de ces series reste 
egal a Ä', si Ton introduit partout x^e^' ä la place de Xq, ^ désignant 
une quantité reelle quelconque. 

On remarque facilement que, de méme que 'Ii^{t , x^^), . ..,u„{t , Xq) 
représentent un systérne fondamental d'intégrales de Téquation différen- 
tielle transformée (A), de niéme les quantités 



(10) Cn.{x) = ?/,Jl0g^ , XJ , 



(m«=l,2,...,M) 



dans 'lesquelles log— = i pour p = p^ et iS = 1% [x = pé^ , x^ = p^é'^*) 



o 
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représentent un systeme fondamental dMntégrales de Téquation différen- 
tielle primitive en o;. 

Il résulte aussi de la . maniére méme, dont nous avons trouvé les 
series (3), que les quantités 

w«(r — i0 , or 06^^) (i„=i,2 ») 

représentent un systeme fondamental d'intégrales de lequation différen- 
tielle (A) transformée en r a Taide de Téquation (i); et que les quantités 



«.»(log~,^.a"^). 



(m — 1,3, ...,M) 



dans lesquelles — --^ = i pour p = Pq et i9 =. i9^ + #, représentent un 

systeme fondamental d^intégrales de T^quation différentielle primitive en x. 
Posons maintenant 

(II) ■u^dr,Xo)='^^ (ri:?::::::) 

et soit I un nonibre entier positif, suffisamment grand pour que Ton alt 

(12) ^<Ä'. 

É 
■ 

Le point r = i0 + -y- appartient dans ce cas au domaine de convergence 
des series qui représentent les valeurs des fonctions 

?'wi(^ '^0 J ^0^'^) ("»-1,2 «) 

dans le voisinage de r = 16. 

On voit maintenapt sans difflculté que dans le voisinage immédiat 

de r = -T-, et par conséquent pour toutes les yaleurs de r, on a les re- 

latiöns 



(13) 



i ni. 
27:1 \ I 2711 -r 
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desquelles découle 



(14) 



Utriy 



inL 



2ffrf> 



, 2m -r\ 1 2m -rx I ■2m »-r\ , 



f 
Wmf' 






2;ri - , 

2— .^0^ 






27n -r 

T— 2 — ,rr,e' ,, 



Z 



" ^' 



.'-?\ 



/2;n »^-N / 2m «t\ , 



2m, 






+ «*».«(^^',^o«'' j«i.( 



7— 3-7-'^o^ )' 



2n 



j._(/_i)-_L,a;,c 









+ « 



2^1 <'-»t\ / 



i 



/ 



2;rt, a^.e»"*). 



(m*" i| 3| ...| n) 



Si Ton pose maintenant 

('5) 

en reinarquant que 



r = 2m + r', 



(i6) 

on voit que 



w«(t', »oe"*) = u^{t!, a;,), 



(fH"«lj «y »..I n) 



(»7) 



«m(2ff» + T*, a;,) = a„,(^*, arjM,(r', x J + . . . 



+ ««.- 



(x'*o)««(^.'»o)- 



(tW^ lj2j •••! !•) 



Les quantités ^mrSrr' ' ^o) (w* = i , 2 , . . . , n , A = i , 2 , . . . , n) sont 

les coefficients de la substitution que Ton obtient en appliquant l'une 
apres Tautre les substitutions dont les coeflicients sont 






\ 
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Nous exprimons ceci par Téquation suivante: 
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(i8) 



(2m \ /2m \ 



/2m \ /27zi \ 



/2m \ /27ri \ 



• • • 



/2;ri \ /2;rt \ 



/2;rfc — \ /2m — \ 






/2;ri (T-D— \ /2;rt (/-i)--\ 



Des équations (lo) et (17) il resulta que lorsque la variable indé* 
pendante x en partant du point Xq décrit le contour fermé L, qui ne 
se coupe pas et qui embrasse les méines points singuliers que Tanneau 
circulaire C, les elements des intégrales Ci{^) j C^i^) , •••jC(^)j ^^i kor- 
respondent au point Xq et ä la paire de valeurs p^ , iJo? s^ transforment en 
d'autres elements ä Taide de la substitution: 



/2n"4 \ i27n \ 



S = 



/2m \ /2m \ 



Les expressions que nous avons obtenu pour les coefficients d'une pareilte 
substitution peuvent étre présentées sous la forme de series: 



(19) 



00 
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jr?.m,»(a;») 



peuvent étre expriraees iminédiatement par les fonctions 



■^''W ' )• 



/ms» 1,2, ...^»\ 
( A = l,2,...,« ) 
\ v = 0,l,2,... / 



(mal,3,...,n \ 
*-0,l,2,..../-l ) 
w-0,1,2.... / 



Les invariants sont les coeÉEicients 
des différentes puissances de co dans 



(M-t,2, ...,t|) 



(20) 



(-0' 



/2m 



«"lT 



> ^0 



(O 



(2m \ 



/27ri \ /27rt \ 



2nC 



et peuvent étre représentés sous la forme 



(21) 



f-(T)-i-'-K)(^7. 



(7i-l,l=,...,ii) 



les expressions des coefRcients: 

• • • P (t\ //t = l,2,...,n\ 

^/./A-^OJ Vv-0,1,2,..J 

a Taide des coefficients des series (19) 8'obtenant immédiateinent. 

Les expressions des coefficients substitutionnels que nous venons de trouver 
coincident pour I = i avec célles données par M. Hamburgkr.^ 

Pour la convergence il est alors nécessaire que la quantité positive 
Ä' soit assez grand pbur.qu*on puisse mettre en (12) Z = 1. Cest cette con- 
dition qui fait la restriction a la methode de M. Hamburger et dont M. 
PoiNCARB^ était parvenu déja a se libérer, mais d*une toute autre inaniére 
que celle que. nous venons d'employer. 

* Vbtr ein Princip etc. 
" voir pago 3. 
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Tout a fait de la méme maniére, que nous Tavons fait pour les 
fonctions v«a('o) > ^nih) ^" § 2, on peut démontrer maintenant, que les 
series 

a J— X \ ''^ /m^l.3 H\ 

et 

^t\~ry (/*=!, 2,...,n) 

pour des valeurs suffisamment grandes de /, peuvent étre transfonnées en 
series procédant d'aprés les puissaiices positives et negatives de x^, 
Vu que les invariants 



V. 






fl\~T~ f (/4=l, «,...,»!) 



sont indépendants de x^y les series doivent se réduire pour eux a un seul 
terme indépendant de .r,,. On n'a besöin de calculer, par conséquent, que 
le terme JTJ'^^ o dans le développement de 



A =4-* 



(22) .Vi^h^Xq) — 2- Af^.,^iXQ ■ (v«o.!iJ2,"..J 



et Ton obtient alors: 



Dans cette expression des invariants / désigne un nonibre entier 
positif quelconque, assujetti seulement ä reinplir la condition 

(.4) T< ;'"??. 



ou />3 est le rayon du cercle limite extérieur et p^ le rayon du cercle 
limite intérieur de C 

On obtient des formules particuliérement intéressantes en faisant 
croltre I a Tinfini et en calculänt les limjtes auxquelles tendent alors les 
terines dififérents dans Téquation (23). Nous allons étudier ce oas dans 
un autre méinoire. 
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Si Téquation différentielle proposée a la forme (B) — voir Tintro- 
ductioD — les coefficients: 



(m«'l,2, ...,n\ 
i:J:?:c:j 



dans Texpression (19) des coefificients substitut! onnels sont des fonctions 

rationnelles de e ' , de Xq, de a^ ^ . . . , a^ et de A^^ dont les coefficients sont 
des nombres entiers. Les coefficients 

IV //*»l,2....,n\ 

-j-] sont des fonctions ration- 

nelles de e ' et de a^ , . . . , a^ et des fonctions entiéres rationnelles des -4^ 
dont les coefficients sont des nombres entiers. 

Les series (19) et (23) peuvent étre écrites sous la forme de series 

procédant selon les puissances entiéres et positives de -j- et des quan- 

tités A^^. Par rapport a ces derniéres elles sont toujours convergentes 
(voir page 21). Les coefficients de ces series sont des fonctions ration- 



2Ki 



nelles en x^, öj , . . . , a^ et en e' qui dans la formule (23) ne contient 
plus Xo et dont les coefficients sont des nombres entiers. 

Nous pouvons donc entré autres énoncer le théoréme suivant: 

Soit X un anneau circulaire^ qui a Vorigine pour cenlre et qui embrasse 
un certain nombre de points singuliers de Véquation différentielle (B). Les 
invariants de chaque substitution, que Von obtient en faisant parcourir å la 
variable indépendante x un contour fermé qui ne se coupe pas soi-méme et 
qui embrasse leé mémes points singuliers que Vanneau circulaire X, peuvent 
toujours étre représentés sous la fortne de series ordonnées selon les puis- 
sances entiéres positives des coefficients 

A /''• = 1,2 n t 

f'9 \?"0,l,2...,,;)^y 

et de la quantité 

7"' 

öÄ I designer un nombre entier positif qui peut étre fixé arbitrairement å 
partir d'une limite inférieure donnée. 
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Ces series sant convergcfites pour tous les systémes de valeurs finies des 
A^. Les coefficients de ces series sont des fonctions rationnéUes des ai,...,^^ 

et de e^ dont les coefficients sont des nombres entiers. 



% 4. Seprésentation analytique des invariants d^une substitution 
correspondant ä une llffue fierfnée qul etnhrasse des points sin- 

gvliers, tous situés sur une "inéme ligne draite, 

m 

Soient a et 6 deux points singuliers quelconques. Parmi les ellipses 
confocales, dont les foyers sont les points a et fe, il y en a une infinité, 
qui jouissent de la propriété de ne point embrasser d^autres points sin- 
guliers que ceux qui sont situés sur la ligne droite al länt de a a fe. Dé- 
signons par a et y9 le grand et le petit axe d'une telle ellipse. 

Posons 



X 



A Taide de cette substitution, la partie du plan des Xy liraitée par la 
ligne droite allant de a a fe et par la périférie de Tellipse considérée, 
est projetée dans le plan des z soit sur un anneau circulaire dont le 
cercle limite intérieur a pour rayon Tunité, tandis que le cerele limite 
extérieur a un rayon 

a + fi 



^ b — a 



soit sur un autre anneau circulaire, dont le cercle limite extérieure a 

Funité pour rayon, tandis que le rayon p^ du cercle limite intérieur est 

déterminé par Téquation 

I a — 3 



' P 



h — a 



A la ligne droite double, allant de a a fe, correspond par conséquent 
dans cette substitution le cercle dont le rayon est egal ä Tunité, tandis 
que la périphérie de Tellipse considérée est projetée tant sur le cercle 

dont le rayon est p que sur le cercle dont le rayon est egal a -. 

r 



/ 
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Si Ton considére dans le plan des x une ligne fermée continue L^, 
qui n*a pas de points doubles, qui entoure la ligne droite (ab) et qui 
nembrasse pas d^autres points singuliers que ceux situés sur cette ligne, 
les coefficients de la substitution correspondante ne changent point, si au 
lieu de la ligne primitive L^ nous prenons une ligne fermée quelconque 
sans points doubles, située toute entiére dans la partie du plan des x 
limitée par la ligne droite (ab) et par la périphérie de Tellipse considérée. 

A Taide de Texpression de ir en ;? la ligne L^ se trouve projetée 
sur deux lignes L', et L',\ dont chacune appartient toute entiére a Tin- 
térieur de Tuu des deux anneaux circulaires correspondant a Tintérie^ir 
de Tellipse. 

Si Ton parvient ä représenter les invariants des substitutions qui 
correspondent aux lignes i^ et L^' pour Téquation dififerentielle (A) trans- 
formée en z, on trouve par la méme Texpression des invariants de la 
substitution correspondant a la ligne L, pour Téquation dififerentielle 
proposée. 

Si Ton observe maintenant que les deux constantes dans Texpression 
de a; en jg? sont des fonctions entiéres rationnelles de a et &, a et & étant 
deux points singuliers de Téquation différentielle proposée, on voit immé- 
diatement, que dans le oas ou les coefficients de Téquation différentielle 
sont des fonctions rationnelles, c^est a dire dans le cas ou Téquation diflfé- 
rentielle a la forme (B), les deux théorémes énoncés a la fin des paragraphes 
2 et 3 subsistent avec le changement suivant: au lieu de dire que le 
Dparcourst) dont il est question dans ces théorémes peut toujours étre 
inscrit dans Vintérieur d'un anneau circulaire sans passer par aucun point 
singulier, on doit dire maintenant que ce parcours embrasse toujours les 
mémes points singuliers, situées sur une méme ligne droite. 
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Les auteurs qui se sont occupés du probléme de la representation 
conforme d'une aire plane sur Tintérieur d'un cercle n^ont jusqu^ici, que 
je sache, traité que des oas ou Taire considérée est limitée par un nombre 
'fini d'arc8 réguliers de lignes analytiques. Gette circonstance donnera 
peut-étre quelque intérét c^uk pages suivantes ou je m^occuperai de la 
representation conforme d'une aire dont le contour est formé par une 
iniinité d'arcg de cercle. 

Dans une note intitulée Ein Beitrag m Poincares Theorie der Fuchs- 
schen Functionen,^ M. H. Weber a traité le probléme d'exprimer par des 
fonctions uniformes d*une variable auxiliaire deux variables remplissant 
une équation algébrique de forme hyperelliptique. A cet eflfet il com- 
mence par résoudre le probléme de représenter conformément sur un 
demi-plan une aire U définie de la maniére suivante. Imaginons une 
aire U^ limitée par un nombre fini de circonférences ayänt leurs centres 
sur Vaxe réel et ne possédant pas de points communs. Soit U Ten- 
semble des points de C/J,, dont la deuxiéme coordonnée est positive. 

Il est facile d*étendre Tétude de M. Weber au cas ou les circon- 
férences données sont en nombre infini, du moins soiis une supposition 
que nous allons préciser tout a Theure. 



* Nachrichten d. Ges. d.. W. zu Göttingen, 1886, 

4cta mathematiea, Ifi. Imprimé le 12 mai 1890. 
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Nous pouvons représenter les divers cercles par les symboles C^, fx 
parcourant toute la serie des nombres entiers positifs. 

Soit c^ le centre du cercle C^ et soient a,, , J,, les deux points ou 
ce cercle* coupe Taxe réel; soit 6^ > a,,. Désignons par C^(+i) et parC^^.,) 
les cercles voisins du cercle (7^, a droite et ä gauche. Désignons de plus 
par a,^+i) et &,t(+i), respectivement par a^-^) et J^_i) les deux points ou 
les cercles C',x(+i) ^t C^(_i) coupent Taxe réel. Si aucun cercle ne se 
trouve le plus prochain du cercle (7^ du c6té positif nous conviendrons 
de designer par a,t(+i) le point le plus prochain situé de ce c6té qui est 
pour les cercles un point limite. Il n'y aura pas lieu de considérer le 
symbole h^^j^^^ dans ce cas. Nous ferons des conventions analogues ä sujet 
des symboles a^(_i) et i^(«i), de maniére que si aucun cercle n'est le plus 
prochain du cercle C^, du c6té négatif, le symbole i/^-D désignera le point 
limite le plus prochain, tandis que »^^(-i) n'aura aucun sens. Dans le 
cas ou il existe deux cercles entré lesquels se trouvent tous les autres, 
nous convenons de considérer ces deux cercles comme voisins. 

Nous pouvons supposer, sans que cela implique de restriction a la 
généralité, que toutes les circonférences données se. trouvent dans un do- 
maine fini. En effet il est toujours possible de satisfaire a cette condi- 
tion par un changement linéaire de variable. 

Supposons enfin que le rapport anharmonique 

— ^— ^^— ^— ^ — • .^_^^____-^^— - 

ait une limite supérieure finie quand fx parcourt la serie de tous les 
nombres entiers positifs. ^ 

Nous nous proposons de trouver la rep^ésentation conforme du domaine 
U sur la moitié d'un plan. 

Pour résoudre ce probléme, nous n'aurons qu'a suivre une voie tout 
a fait analogue ä celle qu'a adoptée M. Phragmén pour exposer les re- 
sultats de M. Weber, dans un cours professé a Tuniversité de Stockholm 
en 1889. J'ai présenté cette solution a la Conférence de mathématiques 
de la méme université, ou elle donna lieu. a une discussion a laquelle 
je dois certaines simplifications de détails. 

Voici comment on peut opérer: 
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Faisons correspondre ä chacun des cercles Vj, une substitution liné- 
aire Ä^{;u,) résultant de deux inversions successives par rapport au cercle 
6^ et a Taxe réel.^ 

Désignons • par I/^ le domaine transformé du domaine U^ par la 
substitution linéaire -4,,(w). Ce domaine se trouve tout entier a Tinté- 
rieur de C^. 

Soient aj , ^I , ^ ^^^ points transformés de öa > ^a j K ä Taide de la 
substitution Ä^{u). J'emploie pour les substitutions d^ordre supérieur la 
notation sui vante: 

et ainsi de suite. Par la substitution A^^ les points a^ , c^ , 6a s^ trans- 
forment donc respectivement en les points rt7> ^a'S ^r» ^t ainsi de suite. 
Je désignerai par 

le domaine transformé de U^ par la substitution 

A 

On a 

de maniére que la substitution inverse de -4,x(w) est la substitution -4^(w) 
elle-méme. Par conséquent, Tinverse de la substitution 

est la substitution ^ 



Etudions maintenant le produit 



n c^E^..:) = n 






oii fx doit parcourir toute la serie des nombres entiers a partir de 
Tunité, et Tindice Vi . . . y^ toutes les corabinaisons et les arrangements 

Voir: Poincaré, Mémoire tur le» groupes kleineens. Acta mathematica, 
T. 3, P- 5l- 
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d'entiers positifs, a Texception de ceux oii deux nombres égaux se 
suivent et de ceux dont le premier nombre est egal a //. 

Si nous envisageons un domaine qui n'est pas coupé par une in- 
finité des cercles C^ ou leurs transformés par les substitutions Ä^^_^^ nous 
savons qu'il ne se trouve dans ce domaine qu un nombre fini des points a^ 
et b^j dans lesquels Tun des facteurs de notre produit est nul ou infini. 

Si nous laissons de c6té ces facteurs, le produit converge d'une ma- 
niére absolue et uniforme dans tout le domaine considéré, pourvu que 
la serie 

r I *;*•••'* — «?•••"* 

soit convergente. 

Cest en effet ce qui a lieu dans tous les cas ou nos conditions sont 
remplies. • 

Il est clair que deux quelconques des domaines U^^,^^^^ n'ont jamais 
de parties communes. Donc, la somme des parties de Taxc réel qui se 
trouvént dans l'un quelconque des domaines f/v,...v^, ä lexception du do- 
maine U^^ est nécessairement plus petite que la somme des diamctres 
des cercles 6^ originairement données. En vertu de ce que nous avons 
supposé, cette somme est finie. 

Par conséquent, si nous désignons par -Dv,...vj la somme des parties 
de Taxe réel intérieures a 17^,...^», la serie 

est convergente. Le signe (') prés du symbole de sommation^ signifiera 
que le D qui correspond au domaine f7^, est supprimé. 

Le domaine ^,,...y» est comme nous Tavons vu le transformé de U^ 
par la substitution -4v,...v*- Ecrivons cette substitution linéaire sous la forme 

ii' = p + 



te — q 



Par la substitution A^^ „ u' se transformé en u. Si nous attribuons a 
u' la valeur co , u prendra la valeur q. Donc, q est intérieur au cerclc 
C^^. D'ailleurs q est réel comme il est aisé de s'en assurer. 
Désignons, pour abréger, par 
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les transformés par la substitution -4vp..y» des points 
Nous aurons: 



fl 



oii fi doit pärcourir toute la serie des nombres entiers positifs. 
D*ailleurs: 

et 

^ K — 9. 

Donc 

' ^- (",.( + 1 ) — !/){<'/. — '/) 

Puisque <; est situé en dedans du cerclc p,, tous los teriues de cette serie 
ont le méinc signe. 

Si Ton observe que 

on pourra éliminer m et Ton aurä 

Dans Texpression entré [ ] du deuxiéme räembre de Téquation (A) chaque 
terine est positif et difFérent de zéro. 

Si nous co^sidérons des substitutions difFérentes Ä^_ dont Tindice 
commence par Vj, q prendra des valeurs différentes dans rintervalle 
a^^...6^j. De plus, nous pouvons choisir ä volorité l'indice Vj. Je dis 
que, quand nous envisageons toutes les combinaisons des substitutions 
originairement données, la limite inférieure de Texpression entré [ ] est 
différente de zéro. Lorsque nous n^avons en vue que cela, il nous sufiira 
d'étudier Texpression 



f(q) = ^A*'» "" *)^^ ■" *"•) 



\ — ^»'1 



«v, — ^v,(-l) , <*y,( + l) — ^v, 



(q -«'6,,(_,))(^ — (iv,) (^. — M^ — «v,(+i)) 



38 



Gustav Cässol. 



qui est, en effet, dans tous les oas plus petite que Texpresaion qui se 
trouve entré [] au second membre de Téquation (A). 
Posons, po ur abréger 

^^v,(+i) — K = ^, 



K — ^*^, 



On voit que les quantités a^yy^ sont positives et que Ton aura: 



M = -: 



— ^,(-1) ' ''viC+D — g 



Différentiant par rapport ä q nous aurons 



/'(?) = z 



a + y 



(^v,(+i) — q)' 



.a 



t^ + r 



(q — 6v,(_i)) 



-.•^ 



Pour les valeurs g' = a^^ et g' — b^^ f{q) prend la valeur i, comme il est 
aisé de s^en assurer. Done f{q) prend la valeur o pour une valeur de 
q entré b^^ et a^^. Pour y = a^^ on a ^ 



r(?) 



I 

r 



a 



i^+r 



a + Y 



C est a dire négatif. 

Au contraire, pour q = b^^ on a 



iVi) = z 






ce qui est une valeur positive. Il résulte de lä que f{q) prend une va- 
leur minimum dans Tintervalle a^^ . . . i^^ . 

Lu valeur q pour laquelle f{q) prend cette valeur minimum est 
donnée par Téquation 






oii toutes les racines doivent étre prises*dans le sens positif. 



Sur UD probléme de representation cobforme. 



39 



Posons: 



on aura: 



et 






\ __ qv|( + l) — fc»/|(-l) 



a+ ^ + r 



yjayja + r + yJ{i>J^ + r \/«v/« + r + v^/^v//* + r 



A^) = : 



^>/«v/« + r-«^ I M^^^ + r-ft ^ 



Ås/^yJ/3 + r 



Xyjayja + y 



Il est facile de voir que eette expression a^une limite inférieure diffé- 
rente de zéro. 

En eflfet on obtient apres quelques reductionsr 



m = 



Or nous avons supposé que 



\/-5\/ 



'+?+' 



reste toujours inférieur ä une certaine quantité g. Donc on a 



/J + r 



a 



a + ft 



<ffy 



par conséquent 



et enfin: 



^<^'-«<^' 



/•(?)> 



2 + Sf' 



On a donc Tinégalité: 



*;-<!< (i +^.9*). a..., 



v* 



d'ovi il suit que la serie 



T,^T\K-a:, 
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ou, ce qui est la méme chose, la serie 



r 1 fe;»-*'* — a;»-"^ 



est convergente. 

Or on sait que cela suflfit pour conclure que le prodnit 



vi...yk< 

u — a. 



est uniformément convergent dans tout domaine qui ne renferme pas une 
infinité des points o;»-*'* et iJJ-'* ou de leurs points limites. Donc ce 
produit représente une fonction analytique uniforme. 

Nous avons forme le produit dont nous venons de démontrer la 
convergence en faisant parcourir a /i tous les entiers positifs. Considérons 
maintenant les produits partiels formés par tous les facteurs de ce pro- 
duit dont rindice jul est egal a un nombre donné ;i, et désignons par 
Px{u) ces produits partiels. 

Nous aurons donc: 

(B) ^^w=n;r^- • 

Voici maintenant comment il est possible de résoudre, ä Taide de cette 
fonction Px{u)j le probléme que nous nous sommea proposé. 
Il est aiflé de voir qué 

Af^(u) — ax' u — ax' c ,^ — ax 

NouR avons par conséquent: 

En eflfet, comme il est facile de s'en assurer, le point c., ost toujours un 
point régulier de la fonction Pa(^)« 

Si nous rempla9ons encore une fois u par -4^(w), nous aurons: 

d'ou 
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Quand [i différe de A, Px{Cj) est positif et par conséquent egal a Tunité. 
Si, au contraire, /j, = Xy un facteur de PaC^/*) ^st négatif, tandis que tous 
les autres sont positifs. Donc, dans ce cas Pa(0 ^s* négatif et a la va- 
leur — I. Dans tous les cas la fonction [Pa(^)]^ se trouve inaltérée 
par toutes les substitutions -4^^ ^^. 

De ce fait il est aisé de conclure que la fonction [Pa(^)]^ ^ ^^^ va- 
leur reelle sur la circonférence de chaque cercle C^,. En effet, les valeurs 
qu'elle prend dans les points syraétriques par rapport a Taxe réel doivent 
étre a la fois égales et conjuguées. En outre cette fonction est reelle 
sur Taxe réel. 

Donc la fonction Pa(w) est reelle sur tout le contour du doraaine 
U. Sur ce contour elle ne devient infinie que dans le point b^. Or il 
suit de tout cela que la partie imaginaire de notre fonction ne peut 
8'annuler a Tintérieur de Uy car dans ce cas il existerait toujours un 
domaine itel que cette partie imaginaire aurait une limite supérieure finie 
a son intérieur et s'annulerait sur son contour. 

Donc la fonction Pl{u) réalise la representation conforme du domaine 
U sur un demi-pian. 

En representant conformément un plan sur lui-méme, on peut, comrae 
on le sait, disposer a volonté de trois points. Ainsi notre probléme n^est 
entiérement déterminé qu'aprés qu'on a fixé les trois points du plan de 
u qui doivent correspondre a trois points déterminés du plan de la 
fonction. 

Si nous convenons, par exemple, de faire correspondre aux points 
u = ax et u = hx les points a; = »a et x = jSx et au point «* = co le 
point X = cx), on voit iramédiatement que la fonction qui réalise la re- 
presentation conforme ainsi définie ^est donnée par Téquation 



X — ax 



X 



= Pl{u). 



Nous sommes donc arrivés ä la solution définitive de notre pro- 
bléme. 

Mais, a vant de finir, je voudrais ajouter quelques möts sur certains 

problémes auquels on est amené par Tétude de la fonction Px{u). 

Åcta mathtmatica. 15 Iniprimé lo 13 mai 1R90. (^ 
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Uéquation ci dessus pourrait tout aussi bien 8'écrire sous la forme • 



« — /9a 



= P^M 



81 on convient de designer généralement par a^ , y9^ les points corres- 
pondant a a^^h^. Puisque le point w = oo est intérieur au doinaine U^^ 
il est aisé de voir que la somme infinie 

^k — /9.I 

a une valeur finie, et que, par conséquent, le produit infini 



n 



X — Uu 



x—p. 



converge uniformément dans le voisinage de tout point a l'exception des 
points a^ , /9^ et de leurs points limites. 
Nous savons déja que le produit 

est uniformément convergent dans un^domaine dont il n'est pas néces- 
saire de repeter ici la definition. 

D^ailleurs nous avons entré les deux fonctions o? et y la relation 
suivante 

(C) ,. = [np.w]'_nj^- 

Äinsi nom sommes conduits å une équation transcendante de forme 
hyperelliptique, ou now5 pouvons représenter les deux variahles comme des 
fonctions uniformes d^une variäble auxUiaire. Ces fonctions se trouvent in- 
altérées par une infinité de substitutions linéaires, qui ne peuvent pas étre 
dérivées dun nombre fini de substitutions fondamentales, mais toutefois d*un 
systéme fondamental de substitutions linéaires en nombre infini. 

En eflfet, il est aisé de voir que la fonction y reste inaltérée par 
chacune des substitutions 
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011 n doit parcourir toute la serie dés nombres entiers, sauf Tunité. La 
fonction y admet dönc le groupe dérivé de ces substitutions fondaraen- 
tales. 

Voyons maintenant quelles sont les propriétés essentielles de la re- 
presentation des variables x et y par la variable iw. A une valeur ar- 
bitraire de x correspond en general une valeur et une seule de u dans 
le domaine U^. Dans le domaine C/j, il se trouve une valeur trans- 
formée de cette valeur-la par la substitution Ä^. A une valeur arbi- 
traire de x correspondent donc en general deux valeurs diflFérentes de u 
dans le domaine U^ + U^ formé par Tensemble de tous les points ap- 
partenant soit au domaine XJ^^ soit au domaine U^. Po ur ces deux 
valeurs de w, y prend en general des valeurs différentes, parce que les 
deux valeurs de y correspondant a une certaine valeur de x différent 
en general pas leurs signes. Par conséquent, si Ton prend un point 
analytique {x , y) remplissant la relation analytique (C), il y correspondra 
en general une valeur de u entiérement déterminée dans le domaine 

Ainsi, la representation que nous venons de trouver du point analytique 

(a? , y) å Vaide des fonctions uniformes Pa(w) et 11^ P^(ti) satisfait partout 
aux conditions exigées par M. Weierstrass dans son cours sur les fonctions 
abéliennes, å Vexception seulement du voisinage des points essentidlement 
singidiers de la relation analytique (C). 

Tout comme dans le oas ou les substitutions fondamentales sont en 
nombre fini, on est conduity dans le cas que nous traitons, a une équation 
linéaire de second ordre qui peut s'intégrer a Taide de la fonction Pl{u). 
Seulementy dans notre cas, les coefficients ^e cette équation sont tran- 
scendanteSy ce dont on s'assure sans difficulté. 

Il nous reste encore une question tres importante, qui toutefois me 
semble presenter des difficultés considérables. 

Etant donnée une serie de paramétres réels a^ , fiyj il s'agit de 
trouver les conditions nécessaires pour que Ton puisse choisir les para- 
métres a^, b^j de maniére que la fonction x prenne les valeurs a^ ,^^ dans 
les points a^ , fe/, ou en d'autres termes: 

de trouver les conditions nécessaires pour que deux variables x -et 
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y, liées entre elles par une équation de la forme (C), puissent 8'exprimer 

a Taide des fonctions 

Pl{u) et ir,P„(«); 
ou encore: 

de trouver toutes les équations linéaires de la forme 






— ^{x)z = o, 



qui peuvent s'iiitégrer a Taide d'une fonetion Fl{u) , ff{x) étant uné 
fonction transcendante a coefficientö réels. 

Ce qui rend cette question si difificile, c'est que les paramétres a», , y?^ 
et a», , b^j qui sont lies par des relations d'une nature fort transcendante, 
se trouvent en norabre infini. On ne peut donc pas avoir reeours aux 
raéthodes qu^emploie M. Poincaké dans le cas oii les paramétres sont en 
nombre fini.^ 



' Voir PoiNCARÉ, Sur les groupes des équations linéaires, Acta mathcmatica^T. 4» 
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SUR UN THÉORÉME DE M. BRUNS 

PAB 

soPHiE b:owalevski 

å STOCKHOLM. 



Dans son mémoire De proprietate quadam funclionis potentialis cor- 
porum honiogeneorum ^ M. Bruns a déinontré le théoréme suivant: Soit T 
un corps solide homogéne liinité par une surface fermée Sy définie par 
une équation analytique W{x , y , i?) = o. Si Ton désigne par V^ la fonc- 
tion analytique qiii colncide avec le potentiel de T dans chaque point 
intérieur a ce corps, cette fonetion peut étre développée dans le voisiiiage 
de chaque point régulier o?, , y^ , ^, de la surface Ä, en une serie de puis- 
sances entiéres et positives de x — x^,y — Pif^ — ^r ^^ ^^ résulte que 
cette fonetion analytique V^ existe aussi a Tintérieur de T. Pour dé- 
inontrer ce théoréme important M. Bruns déinontre. d'abord 1'existence 
d'une fonetion analytique ?7, satisfaisant a Téquation 

ATT ^'U.dW.dW , 

et jouissant des propriétés suivantes: 
i) Sur .toute la surface 5, on a 

rr ^U dU dU 

^ = °' ^ = °' 5i^ = °' 3T = °- 

2) Dans chaque point régulier de la surface S , U peut étre dévelop- 
pée suivant les puissances entiéres et positives de x — x^yj/ — y^,z — z^. 



^ Dissertation inaugurale, Berlin 1 87 1. 

Ada matkematioa. 15. Imprimé le 13 mai 1890. 
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Dans la note présente je vais ra'occuper d'une transformation de 
réquation différentielle AU en un systéme de coordonnées curvilignes, 
qui fait ressortir iinmédiatement Texistence d'une pareille fonction U. 

Soit a?i , y, , ^{ les coordonnées d'un point quelconque de la surface 
^; f > 7 > C les cosinus des angles que la nprraale extérieure en ce point, 
s fait avec les axes de oo ^y ^ z^ et posons 

X ^ x^ + 5s, 

z = z^ + Cs, 

oii la signification géométrique de s est évidente. Les coordonnées aj^y^^j 
de chaque point de la surface 8 peuvent étre représentées comme fonc- 
tions aTialytiques monodromes de deux variables u j v. La surface S 
n^ayant ni angles ni arétes, $ 9 r] y C sont aussi des fonctions monodromes 
de u et de v. 

XytfjZ sont donc des fonctions monodromes åe UyVyS. Le réci- 
proque n'a pas en general lieu. Mais on peut toujours trouver deux 
surfaces fermées S^ et S^ dont Vune enveloppe la surface S et Tautre 
en est enveloppée, et telles qu a chaque point de l'espace limité par S^ 
et 8^ correspond toujours un, et seulement un systéme de valeurs UyVjS^ 
dans lequel le module de s ne surpasse pas une certaine quantité positive d, 

Transformons Fexpression a différences partielles AJ7 dans ces nou- 
velles coordonnées w , t; , 5. 

La formule bien connue pour cette transformation est la suivante:^ 

Si Ton pose 

dx^ + dy^ + dz^ = Pdu^ + Qdv^ + Bds^ + 2pdvds + iqduds + 2rdudVj 



ii = 



dX dX dX 

du dV ds 

dy dy dy 

du dV ds 

dZ dz dz 

du dV ds 



a^E = QR — p\ a^e =qr—pP, 
Q^E, == RP — q\ Q\ = rp — qQ, 



Q'E, = PQ — r\ 



ii\ = pq—rRy 



* Voir Jaocbi, Gesammelte Werke^ T. 2, p. 199. 
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on a les relations suivantes 



fi' = PQR — Pp" —Qq^ — Rr* + 2pqr, 

m'^ (f)'+ &^)'-o'+^.(i-o"+^.(")" 

dVdU , dUdU , dUdU 



9i; 9« 



du ds 



du dV 



Q 



d^U d'U d'U 
dx* "*" dy^ ' dz^ 



d 

du 



^, jj,dU , dU , dU' 



dv 



ds 



+ 



ai; 



^/ dU , ^ dU , dU\\ 

\ ^du ^ ^ ar * a« / 



+ 



ds 






Il 8'agit donc de calculer les valeurs de P, Q y R y p j q 9 r. 
On ä 

rfv = rfy, + srfgy + rjdSy 
dz = dz^ + 5rfC+ 0^^« 

5 f 7j f C étant les cosinus des angles que la normale extérieure au 
point x^jjf^j z^ fait avec les axes des coordonnées, on doit avoir 

e' + 7' + C' = I, 






Par conséqaent 



dx^ + dy^ + dz* = rfa;? + dy\ + rf;?? + 2s(rfa;,rfe + dy^drj + rf;?,rfO 

+ s«(rfe» + rfjy» + rfC') + rfs'. 
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En adoptant les désignations de Gauss/ je pose 





av 


E- a' + b^ + c 


' 9 




att ' 


dV 


F— öa' + bb' + 


cc\ 


o> 


a«. 

3m -^' 


dv ^' 


G-a'' + b'' + 


c", 






da 

au 

• 


; da da' 

^ — ^ ' — ^ > 
dv du 


o" 


aa' 
av' 




P~du' 


db dh' 

P dv du^ 


i9" 


af 
~a«' 




de 


de de 
' dv aw ' 


r" 


ac' 
av 


On a alors 











cö = V^BG — F% 



rfo:, = adu + a'rft;, rfy, = bdu + 6'rft;, rf^j = cdu + c'rfv, 
rfic? + %? + dz\ = Edu" + 2Fdudv + 2Örft;^ 

mais 

d'^x^ = arftt' + 2a' dudv + a"rft;^ 

rf'^, = ydu^ + 2^riwrft; + Y'dv\ 
et en posant 



on a 



Ä-hc' 


cb', 


B — ca' 


— ac', 


C — ah' 


ha', 


A 


A 


yjEG — 


P* (0 


B 


B 


s/eg — 


. F* €0 


C 


G 


yjEO 


F* €0 



' Disquisitiones gmerples circa superficies curvas. 
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Donc, en posant 

D = Aa + B/i + Cj- , 

I)' = Äa' + Bff -{■ Cf , 

7)'.' = Aa" + B(¥' + Cy", 

on a 

„ , j, , ,,i Ddu* + 2D'uv + D"v* 



^d\ + rjd-',j^ + :d\ = 



(O 



Il reste a calculer en w , i; Texpression de 

je + d-^^ + dC. 

Mais on a 

,^ {A' + B' + C')dA — A(AdA + BdB + CdC) 



<"» 


(0* 


, {A* + B^ + (P)dB - 


- B{AdA + BdB + CdC) 


(11} — 


w' 


^j^_iA' + B' + 0')dC- 


- C(AdA + BdB + CdC) 



(O 



Par conséquent 

,.5 , , 3 , ^^2 _ (^^ ' + B' + C^A' + dB' + dC' ) - {Ad A + Bd B + CdCy 

_ (Bd C — C^JB)^ + (C(£^ - AdCy + (AdB — BdA) ' 
— (^' + /^* + co^ 

Mais on a 

A = be' — ch' etc, 

dA = (i;-' + c'/3 — c^ — h'r)du + (V + ^'/5' — ^i?" - hY)dv etc. 
Par conséquent 

BdC — Cd B = {D'a — Da) du + (/)"« — D'a')dv, 
Cd A — AdC = (D'6 — J)i)rff< + {D"b — T)'b')dv, 

m 

AdB— Bd A = {D'c — De) du + {D"e — D'c')dv. 

Ada mathemåiiea. 16. Imprimé le 14 mai 1890. 7 
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et en posant 



L = ED"' — 2 FDD' + GD\ 

JJ = ED'D" — F{DD" + D") + GDD% 



L" = ED 



Ii i 



2FD'D" + GD'\ 






OJ 



Tous les elements qui entrent dans Texpression transformée de 
dx' + df/^ + ffz^ sont inaintenant calculés et Ton trouve en posant 

dx^ + dl/ + dz^ = Pdu'' + (?rfe;' + ^'s' + 2pdvds + 27^/.sv/w + 2rdudv, 



P = E — 



25 h 5 

ro ro 



2 -> 
~7 » 



p = O, 



It 



(O a) 



R= \, 



En posant donc 



q = o, 



FD q h 

€0 (O 



il' = 



dx ^x dx 

du dv ds 

dy djl dy 

dll dv ds 

dz dZ dZ 

du dv ds 



= PQR — Pp' — Qq' — Rr' + 22X/S, 



et en définissant les quantités E , li\ j F^ , e , e^ , e^ comme plus haut on a 



d^u d'U d^u\ 
dx^ ' dy^ ' azv 


_ d 

dn 


• 


^ dv 




+ s 



Q(E h e, \- c, — ) 



„, 31/ , ^ al/ , 9t/^ 



9 ,,/ 9l/' , 31/ , 77 3l/\ 
97 K^>9T+ST+^^»i7) 
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L'équation différentielle transformée Aw = — ^kjr prend donc la forine 
suivante, (vu que 7?^ = i) 

^^-T + ^1 i-T + ^1 rr + «i r- + *i -r- + ^*i T~ = — AkTrU^. 
9« ' aw ' ay^ . * a?fc * ay * 95 ^ 

Les quantités A^ , B^ y «, , />^ , cr^ sont, comme on le voit immédiatement, 
des fonctions entiéres de second degré en s dont les eoefficients sont des 
fonctions de w et de t; qui dans le voisinage de chaque systéme de va- 
leurs u^ , i^Q correspondant ä un point iP, , ^i , -^j de la surface S peuvent 
étre développées en series de puissances positives et entiéres de ti — tf^y 
v — v^. 

La surface 5 est représentée dans les coordonnées que nous con- 

sidérons par Téquation 

5 = o. 

La fonction U doit étre égale ä zéro dans chaque point de cette surface. 

Il en est de méme de toutes ses dérivées de premier ordre. 

d^U * . . 

Si le coefificient Q de —^ dans Téquation diflférentielle transformée 

a 5* 

n'est pas egal ä zéro pour aucun systéme de valeurs u^ , v^ correspondant 
ä un point de la surface Ä, il existera une seule fonction U satisfaisant 
ä la condition 

et cette fonction pourra étre représentée par une serie convergente* pro- 
cédant selon les puissances entiéres positives de 5 , w — ^q , v — v^. 

Cette fonction sera évidemment celle que nous cherchons. Il faut 
donc examiner plus attentivemcnt la valeur de H. 

On a 

\ <0 10 I \ 10 (O* J \ (O (O I 

= EG- i'"- -{El)"- 2 FD' + GD) + ^, [EL" - 2 FL' + 6' L + 4 a» '( Dir- D' »)] 

-2^,{LD"-2 L'D' + L"D) + ^^, [LL" - L' »). 



' \ » 



* Voir moD mémoire Zur Theorie der pnrtiellen Differentialgleichungen, Journal 
fttr Matheniatik, T. 8o. 
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En désignant par />j et />, les deux rayons de courbure dans le 
point de la surface dont les coordonnées sont r^j , y^ , ^j, on a 

I ^ BO' — U\ ' I ^ -- gjö" — 2FD' + G D 

PiPt <*^' ' . Pi P% • ^^' 

On trouve de plus facilement les relations sui vantes 
EV' — 2FIJ + GL = {ED" — 2FI)' + GD)\— 2{EG — F'){I)ir — I/'), 
LD"— 2Uir + L"D = {ED" — 2 FD' + GD){DD" — D'% 

LL" — L'^ = {EG — r){DD" — D'y, 
En portant ces valeurs dans Texpression de Q on trouve 

^^ = ccf I - 2.(1 + 1) + .'(1 + j, + ^) -^ (1 + 1) + . :.V| 

L \px pJ V? /»« p^pJ pxP* V. pt' pipd 






.8 



Ni la quantité ce> = yjEO — F- = v/l=*+ B'' + (Py ni aucun des deux rayons 
de courbure /?, , p^ ne peuvent étre égaux a zéro dans un point de la 
surface pour lequel la direction de la normale est déterininée. Q n'est 
donc point egal a zéro pour aucun systéme de valeurs s^ , u^ , v^ tel que 
le inodule de 5^ est moindre qu'une certaine quantité å, et qu'aux va- 

leurs u^ , Vq corresponde un point x^^y^^ z^ de la surface. S. -tj peut 

donc étre développé selon les puissances entiéres positives de u — w^, 
v — Vq , s — $^. Mais au systéme de väleurs ^o ' '^ ' ^^0 correspond un 
point X , !/ , 2 compris dans Tespace 6 limité par les surfaces S^ et S^. 
Vu que dans le voisinage de chacun de ces points les quantités u — u^y 
v — Vq j s — Sq peuvent étre développées selon les puissances entiéres po- 
sitives de X — x^ , y — y^ y ^ — ^0' ^^ fonction U peut donc aussi étre 
représentée par une serie semblable. 

C. Q. F. D. 
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SUR UNE APPLICATION DES DÉTERMINANTS INFINIS 
A LA THÉORIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 



FAB 

HELGE VON K;0CH 

t STOCKHOLM. 



Si les coefficients l*r{^) {>' = ^ > 2 , . . . , n) de l'équation linéaire 

^n + ^Ma:^ + . . . + PÅ^)v = o 

sont des foiictions analytiques uniformes de la variable x, qui dans le 
voisinage d*un certain point, par exemple a; = o, peuvent étre représentées 
par des series de Lauretit, on sait, d'aprés les recherches fondamentales 
de M. FucHS, qu'il existe au moins utiq intégrale qui dans le voisinage 
du dit point peut s'écrire sous la forme 

p étant une quantité indépendante de x et G[x) une serie de Laurent. 
Dans le cas particulier ou 0[x) ne contient qu'un nombre fini de puis- 
sances negatives de rr, les coeflficients de cette serie sont donnés par des 
formules de récursion/ Mais dans le cas general, si Tori cherche ä déter- 
miner ces coefficients, on obtient un systéine infini d'équations linéaires. 
Un tel systéme a été étudié pour la premiére fois par M. Hill' qui, 
dans le but d'intégrer une certaine équation différentielle du second ordre, 
ä été conduit ä envis^^ger un déterminant d'ordré infini [Zl(^0- Dans un 



* FucHS, J. de Crelle T. 66. Frobenius, méme journal T. 76, 
' On the part of the motion of the luiiar perigee which is a fwiction of the mean 
motiovs of the sun and moon, Cambridge, Wilson 1877; Acta mathematica T. 8. 

Aeta mathtmatiea. 10. Impriroé lo 14 mal 1890. 
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mémoire inséré, il y a quelques années, dans le »Bulletin de la Société 

mathématique de France» (T. 14, p. 77), M. Poincaré a déinontré rigou- 

reusement les propriétés de ee déterminant signalées par M. Hill. M. 

Poincaré y est parvenu a Taide de deux théorémes généraux et fort 

importants sur la convergence des déterniinants infinis. On dit qu un 

déterminant A„ est convergent, si a chaque nombre positif d correspond 

un nombre en ti er n' tel que, quel que soit Tentier positif p, Tinégalité 

I A„ — ^n+p\ < ^ ait lieu aussitöt que n > «'. En adoptant cette definition, 

on peut énoncer les théorémes de M. Poincaré de la maniére suivante: 

»Soit A^ un déterminant dont tous les elements de la ligne 

principale sont égaux ä i. Pour que A„ converge, il suflTit que la 

serie formée avee tous les elements qui n'appartiennent pas a la 

diagonale principale converge absolument». 

»Si cette serie converge absolument, le déterminant restera con- 
vergent, si Ton remplace les elements d'une ligne quelconque par 
une suite de quantités qui sont toutes plus petites en valeur absolue 
qu'un nombre positif donné.» 

Sur le. conseil de M. Mittag-Leffler, j'ai essayé d^étendre Tusage 
des invariants infinis a la théorie générale des équations différentielles 
linéaires et homogénes. Jc me propose d*indiquer succinctement, dans les 
quelques pages qui suivent, les resultats auxquels je suis arrivé. 



Etant donnée une équation différentielle linéaire et homogéne d'ordre 
n, on peut toujours, ä Taide d'une transformation bien connue, Técrire 
sous la forme suivante: 

(O i^iy) = £' + ^. Wrf3 + • • • + Pn{^)y = o. 

Dans cette équation, supposons que les coeftlcients i^,(a:) (r = 2 , 3 , ..., 7/) 
soient des fonctions analytiques uniformes de x quf, dans le voisinage du 
point X = o,'puissent s'écrire sous la forme 

•4- CO 

Pr{x) = S a,x^^ (r-2,3....,».) 

A=» — op 
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Végalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x qui satisfont a la condition 

R<\x\< R. 
On peut toujours supposer que 

R< i < R\ 

* 

car, si cela n'était pas le cas, on pourrait transformer Téquation diflféren- 
tielle donnée par la substitution 



X = Z.y]HlC 

en une autre équation diflférentielle, pour laquelle cette condition serait 
remplie. 

On sait qu'il existe une serie de la forine 

(2) !/=T(nx'^^ 

qui converge pour chaque point a Tintérieur de Tanneau circulaire (RR) 
et qui satisfait a Téquation (i). Pour déterminer les quantités \^;i et />, 
introduisons la serie (2) dans P(?y); posons 

J^(/>) = /oGo — i) . . . (^ — n + 1) 

+ p{p — i) . ' > ifi — n + 3)a2.-2 + • . . + «,,_„, 

+ {p + X)...{p + Å — n + 4)a3.m-.A-8 + • • • + Otn.m-A-n, 

+ 00 

Ae> — 00 

on aura 



^m{p) = f^(/0 + ^n)g^ + Z' A^xdx^ <*■»"»> 



+ 06 



(3) P{y) = ^ GM^"^''-'- 



m"* — 00 



Il fa ut donc qiie les quantités g^ et p satisfassent aux équations en 
nombre infini: 

(^m{p) = (w^ ^ O, + I , ± 2 , . . .) 

ou, si Ton pose 



A„a 



^-('«) = ^?^ (^«*^)' ^''-=^' 
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aux équations 



+ 00 



(f{j> -\- m) T (p„,x{p)fh =- o. 



Forinons maintenant le déterminant infini 



(4l 



ii{p) = 



• • • 



f'o,-.« 



4'.n.. 



m 



• • • 



'f'-n.O 



4> 



f/iO 



<P-m,m 



K 



m 



Je dis que ce déterminant est convergent; en efFet, envisageons la 
serie a double entrée 



S = T„T[\<f'„M\. 



O-^i») 



Ecrivons m — j; au lieu de Å et posons 



{p + m — i^){p + wi — p — i) . . . (jo -{- m — p — n + Ä- + O 

= (p + ^ny-' + Af (j^)(^ + ^^Y'-'-' + . . . + K'U^) 

011 h[^\p) est une fonction entiére rationnelle en v de degré r. 
On aura alors 



oii 






d'on lon conclut: 



(5) 






JhW\ 



+ 



n-3 






^^3(1^)1 + ...+. 



^(/> + Wl) 



J^-W 



Sur une application des déterminaots iofiDis. 

Le point x = i étant situé a rintérieur de {RR), les series 
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(r = 2,3 n) 



V= — ao 



sont évidemment convergentes ce qai nous permet d'écrire 



(6) 



s<sX 



m 



n-2 



p(/> + m) 



+ sX 



m 



«-8 



(/> + *») 

^{p + m) 



+ •■ 



• • • + s„2_^ 



m 



fip + W) 



Mais de la on conclut que la sério S converge, pourvu que p ne soit 
racine d'aiicune des équations 



(7) 



f>{p + 7n) — o. 



(m=^0,±l,±2,...) 



En vertu du theoréme de M. Poincaré, on peiit donc .affiriner que lo 
déterminant Q{p) est convergent. 

Considérons maintenant la quantité p = u + iv comme un point 
variable du plan; soit B une aire finie ou infinie située tout entiére entré 
deux droites verticales et telle qu'aucune des racines des équations (7) ne se 
trouve en dedans ou sur la limite de B. On démontre aisément que les 
series qui se trouvent dans le second membre de Tinégalité (6) sont uni- 
formément convergentes dans B, Il en est donc de méme. du produit 

ii„{i +r.',\4>„„\) 

ce qui nous permet de le développer en une serie uni formément con- 
vergente. Soit S cette serie, le produit 

n„(i + Zii^^o 

pourra 8'écrire comme une serie uniformément et absolument convergente 
Sj , dont aucun terme n*excéde en valeur absolue le terme correspondant 
de S. Dans la serie S^ , rempla9ons certains termes par zéro et mul- 
tiplions les autres, suivant les cas, par +1 ou — i. La serie S, ainsi 
obtenue representera Si{p)> Et, comme aucun terme de S^ ne peut étre 
plus grand en valeur absolue que le terme correspondant de S, cette 
serie X, est aussi uniformément et absolument convergente en dedans 



Åeta mathematiea' 15. Imprimé le 14 mai 1890. 
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de B. Soit f}^ un point quelconque de J5, la fonction ii{p), d'aprés un 
theoréme bien connu, pourra 8'écrire dans le voisinage de p^ sous la 
forme 

5p(yo — Pq) étant une serie ordonnée suivant les puissances entiéres posi- 
tives de p — Pq, Donc ii{p) est une fonction analytique de p qui se 
comporte reguliérement dans l'entourage de chaque point du plan a Tex- 
ception des points qui satisfont aux équations (7). De plus, il est facile 
de voir que dans le voisinage de chacun de ces derniers pöints Q{p) a 
le caractére d'une fonction rationelle. Puisquon peut supposer que le 
domaine B s'étend infiniment dans la direction de Taxe imaginaire, on 
aura, en faisant croitre la partie imaginaire de p au dela de toute limite, 
une égalité de la forme suivante: 

lim fi(/>) =1. ^ 

»-» ±00 

Remarquons maintenant que ii{p) est une fonction périodique de />; en 
eflfét, changeons p en /> + i; Tégalité 

nous apprend que la valeur de ii{p) n'est pas changée. Donc, la fonction 
ii{p) a la période i, et il est evident qu'elle ne peut en avoir d'autre. 
En vertu des propriétés du déterminant ii{p) que nous venons de dé- 
montrer, il est clair que nous pouvons le représenter sona la forme d'une 
fonction linéaire des quantités cot^ng(/> — px)7r et de leurs deri^ées,' 
p^ , ^2 , . . . étant certaines racines de Véquation 

(8) f(/>) = o.' 

En particulier, supposons que toutes les racines p^ j p^j * - - ^ Pn de cette 
équation soient inégales et qu'élles ne différent pas par des nombres 
entiers. Dans lentourage He p = p^ on aura 

* 

(9) fi(/«)=^ + 5p,(/>--^,), 

" - - ~ -— ■- ^ —.^ ■■■ M, ■■■■ ,!■ ■■ II llll, ■»■ -^.1 ^- ■! II I ^ ■ ■ I ■ III - I 

* Voir p. ex. Cours de M. Hermite, professé å la Faculté des scieDces de Paris, 
le 2^' semestre 1 881 — 82, 3"»^ ddition, p. 104. 
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et, par conséquent, la foriction fi(/>) pourra étre rnise sous la fornie 

n 

ii{p) = ilf + 7rY»Mx^oi[p — />a)^- 

Faiöoiiö croitre la partie imaginaire de p une fois vers + c^ r 1 Hutre fois 
vers — cx), oii obtiendra les deux cgalités qui suiveiit:- 

M n 

I = M — TtillMr. 1 = 3f + nillMy 



OU 



n 



M = i; Silf. --^ o. 
l^osons 

oti au ra énfiti 



n 



(lo) i2(/;) = I + 7rY^MxQoi{/j — Pi)^ -= i + 2;r/^— ^ 



(OX 



En vertu de la coiivergence du produit II„,(i + ^x\^mx\)f "o^s 
pouvons développer 11^(1 + ^x^mi) suivant les élémente d'un facteur 
quelconque: 

ce qui nous permet de développer le déterminant ii{p) suivant les elements 
d'une ligne quelconque. Soit V^xip) 1^ coeftlcient de ^mx{p) dans le 
développement de Q{p) suivant les elements de la ligne numérotée m, 
de sorte que 

En changeant p en /> + i ii{p) ne change pas, mais la fonction ^mx{p) 
devient ip^-^ux^-iip) et en méme temps V^'„,x{p) devient V'^^^^x^.i{p\ ce qui 
peut 8'exprimer par la relation 

(12) f-^xifi + P) = V"„^PMÅP)> 

GU p désigne un nombre entier quelconque. 
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Remarquons maintenant que le déterminant ii{p) restera convergent, 
si Ton remplace les elements d'une ligne par les elements correspondants 
d'une autre ligne; le noveau déterminant ainsi obtenu est nécessairement 
nul, puisque deux lignes sont identiques; on est donc conduit aux égalités 

(13) z^„,C/>)*;a(/>) = o 

X — — 00 

les nombres entiers x et m n'étant assujettis qu'a la seule condition w 4= x. 
Par un raisonnement parfaitement analogue, on obtient les identités 

+00 



m = — Qc 



En vertu de (11), (13) et (3), il est clair qu'en posant 



(u) y(x,^)= r ¥,,{p)x^^\ 



+00 



la serie y{Xjp)y pourvu quelle converge, representera une intégrale de 
Téquation différentielle 

(15) P{y) = f{p + i>)Q{p)x''^''-\ 

Pour démontrer la convergence de y{x , />), remarquons en premier licu 
qu^on obtient cctte serie en rempla9ant les elements de la ligne numérotée 
p du déterminant iä(/>), savoir, 

par les quantités 

.yP—m ^p—iH\\ ,y,p „y4-m — 1 «,/> + »» 

* • • • iC/ • i4/ • • • « • %k/ • • « • • tK/ • UJ 



? • 



Dans le nouveau déterminant ainsi défini, multiplions la colonne numérotée 
m par x~"^ et la ligne numérotée m par rr"* et donnons au nombre m 
successivement les valeurs o , + i , + 2 , . . . La valeur du déterminant 
n'est évidemment pas altérée, mais les elements de la ligne numérotée p 
sont maintenant tous égaux a x^^^ et ceux d*une ligne numérotée m sont 



Sur UDC applicatioD des déteroiiDants infiDi». 



61 



Pour établir la convergence, il suffit d^observer qu'en vertu de (5) on a 
rinégalité 



^,».«-,(iO)iC''i < 



f (/> + w») 



M^{vy 



+ 



{p + m)"-3 
<p{p + t») 



HAv)x^\ + ... + 



<p{p + m) 



H.iy)x^ 



et que les series 



Z \HJv)z' 



(r^*2,3,...,«) 



convergent en dedans de raniieau circulaire {BR). On en conclut que 
la serie 



TrXx\i>n.x{p)^'^-^ 



(IH + A) 



converge dans {BB') ce qui nous niontre enfin quil en est de ménie du 
déterminant considéré, c'e8t-a-dire de la serie y{x j p)\ par conséquent, 
y{x y p) est une intégrale de l'équation (15). Pour que cette serie satis- 
fasse ä Téquation (i), il faut et il sufifit que la quantité p soit choisie 
de sorte que 



(16) 



<p{p + p)Q{p) = o. 



Supposons maintenant qu'aucune des quantités M^ définies par (g) ne soit 
égale a zéro. Dans ce cas, Téquation (16) aura les mémes racines que 
Tégalité 



(17) 



ä{p) = o. 



Soit p' une racine de cette derniére équation, il est evident que y{x ^ p) 
est une intégrale de Téquation diflFérentielle donnée. Soit p* une racine 
simple de Téquation (17), je dis qu'il est impossible que toutes les fonc- 
tions V']„x{p) s'évanouissent pour p = />'. En effet, si Ton pose 

n = n„[i + T[i/>„,{p)] 



an 



les quantités ^j— ne peuvent pas dépasser en valeur absolue une certaine 
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limite, et la serie T^Jli,f^x{p) étant absolument et uniforniémeiit con- 
vergente pour tous les points de J5, il s^ensuit que Tégalité 

^ = V V i5 // 

a lieu et que la serie du second membre corivergc absolument et uiii- 
forméinent. Développons maintenant le produit II en une serie STj, 
puis, rcinpla^ons certains terines de 2^ par zéro et inultiplions les au tres 
par +1 ou — I, de sorte que Sj devienne ii{p)j nous obtiendrons: 

dS(p) ^ ^ di2(p) j^, , . 

Tégalité ayant lieu pour tous les points réguliers de la fonction analytique 
ii{fj). Mais de la on conclut quil est inipossible que toutes les fonctions 

m 

s^évanouissent pour p =z p\ 

Il est done possible de choisir Tindice p des fonctions V^'px{p) 
(A = o , ± I , + 2 , . . .) de maniére que la serie y{x , p) définie par (14) 
ne se réduise pas identiqucnient a zéro pour p = p\ On peut alors dire 
en employant la terminologie de M. Fuchs, que Vintégrale y(x ^ p') appar- 
tient ä la racine p = p\ 

Enfin, supposons que la fonction périodique ii{p) ait n zéros in- 
congruents : 

12 n 

P 9 P y • * ' 9 P • 

i) apres ce qui vient d etre établi, il est toujours possible de choisir Tindice 
Pr des fonctions 



de fa^ron que la serie 

-f-oo 



fMx,p)=j: h^.ap)^"^ 



A---00 
ne se réduise pas identiquénient a zéro pour p=p'\ Posons 

s 

A = -oo 



Y{x,p)=TW,,{p)^''^ 
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on obtiendra, en vertu de (12), Tégalité suivante: 

d'ou Ton conclnt que Jes fonctions 

Y{^.p' + Pi), Y{^.P' + P,). .-., Y{x/p' + p:) 

förment un systéme fondamental ^intégrales de réquation différentielle donnée. 

I^ans ce qui précéde, j'ai fait trois suppositions: 

I® que les racihes de 1'équation (8) soient inégales et qu'elles ne 
différent pas par des nombres entiers; 

2® qu'aucun des résidus My^ , M^ , . . • , -3f„ ne soit egal ä zéro; 

3® que Q{p) ait n zéros incongruents. 

Je me propose de revenir une autre fois au oas oii Tune ou Tautre 
de ces conditions n^est pas remplie. 
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NOUVELLES RECHERCHES 

SUR 
LES SERIES EMPLOYÉES DANS LES THÉORIES DES PLANÉTES 
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HUGO GTLDÉN 

k STOCKHOLM. 



Préliminaires. 

Dans le present travail je me suis proposé de continuer les recherches 
sur la convergence des series employées dans Tastronomie pour représenter 
les coordonnées des planétes que j'ai publiées dans les A c ta mathe- 
matica/ t. 9, de les amplifier par de nouvelles considérations et de leur 
donner toute la généralité nécessaire dont ne jouissaient pas encore les 
resultats obtenus précédemment 

Dans le mémoire cité plus haut {Vntersuchungm Hher die Convergenz 
der Beihen, welche zur DarsteUung der Coordinaten der Planeten angewendet 
toerden) on a examiiié avec soin les méthodes d^intégration relatives ä une 
certainé équation différentielle du second ordre qui se présente fréquem- 
ment dans la mécanique céleste. Cette équation n*étant pas linéaire au 
débuty le devient toutes les fois quon néglige les terines dépendant de 
la troisiéme puissance de la force perturbatrice, ainsi que les termes d'un 
ordre plus élevé. Mais il paralt indispensable d^éviter cette forme des le 
commencement du calcul^ car bien que Ton n^ait pas déinontré directe* 
ment rimpossibilité de parvenir ä la solution absolue en négligeant les 
térmes du troisiéme ordre dans la premiére approximation, des tentativcs 
steriles et réitérées, méme dans les derniers temps, ont rendu cependant 
extrémement probable que la solution absolue ne s^obtiendra pas en uti- 

Äela mathimaiiea, IS. Impriiné le 3 mara 1891. 9 
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• 

lisant exclusivement des équations linéaires. D'un autre cöté, en em- 
ployant, dans les diverses upproximationsj des équations différentielles ren- 
fermant certains termes des ordres supérieurs, on a obtenu des développe- 
ments purement trigonométriques, oii les coefficients contenant des diviseurs 
évanouissants ont disparu. • On conclut de la que les 'series renfermant 
des termes tres grands a cause de petits diviseurs, et qui peuvent étre di- 
vergentes, ne proviennent pas inévitablement de ce qu'on a admis la 
forme trigonométrique, mais qu'elles tiennent a la supposition vicieuse 
qu^on puisse toujours ordonner les approximations successives suivant les 
puissances des forces troublantes. En effet^ si dans la premiére approxi- 
mation on n'a retenu que les termes du premier ou du second ordre, 
on a eu recours pour les diviseurs a un mode de développement qui 
cesse d'étre legitime dans certains oas exceptionnels ou se présentent les 
plus grandes difificultés. Que les series ainsi obtenues deviennent di- 
vergentes, il n*y a pas lieu de s'en étonner. Et puis, les diverses appro- 
ximations ne donnant pas, dans les oas di£Ficiles, des resultats qui s'appro- 
chent de plus en plus d'une limite déterminée, et les resultats obtenus 
datis chacune d'elle8 ne se préséntanf pas toujours sous la formé d'une 
serie trigonométrique convergeiite, on ne saurait rien décider sur la forme 
analytique du resultat demandé. Mais il est aiissi evident que, si l'ön 
trouve, par une approximation quelconque, un développement divergent, 
cela ne prouve en aucune fa90ri la divergence du resultat définitif. 

Considérons le cas de deux planétes se tnouvant autöur du sbieii. 

Les arguments dont oii se sert én développant la fbnction perturba- 
trice sont originairement au nombre de six, pourvii qu'on les compte a 
partir de directions fixes. Gomme arguments primitifs on peut adopter 

les angles sui vants: les longitudes des deux planétes comptées h partir 

• * • • ... 

de directions fixes dand les plans des orbites instantanées; les longitudes 
des périhélies comptées comme les longitudes deis planétes, et enfin iés 
angles compris éntre la ligne d^iritersection des deux plans et lés direc- 
tions fixes. Ce sont la les arguments principaux ou les elements dont 
se composent les arguments des divers termes du développement. Mais 

• . - • • • . , 

ces elements h*entrent dans les divers arguments que de maniére a se 
réduire toujours k quatre. On serait d*abord porté ä attribuer une grande 

• • • ^ . 

importance a ce fait. Oependant les entiets par lesquels sont multipliés 
ces quatre elements dans les arguments des divers termes ne sont pas 
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indépendante entré eux: au contraire, ils sont goumis a une condition telle 
que le nombre des termes du développement ne pourrait pas étre altéré 
en employant les quatre elements au lieu des six elements primitifs. 
La oonsidération des arguments, en tant quMls sont composés de quatre 
élémentSy n'ayant pas une importance fondamentale pour la representation' 
analytique des perturbations peut cependant devenir de quelque utilité 
pour certaines recherches spéciales. 

Les arguments de Tespéce que je viens de signaler, seront appelés 
arguments Mtrcmfnxques et je désignerai aussi par ce nom toute fonction 
linéaire de ces elements et méme plus généralement, toute fonction égale 
a un argument astronomique augmenté de termes dépendant eux-mémes 
d'arguments astronoroiques. Ainsi Tanomalie vraie étant un argument 
astronomique, Tanomalie moyenne et lanomalie excentrique le sont aussi. 

Admettons que le mouvement d^une planéte soit stable, c'est a dire 
que Torbite parcourue par le mobile soit toujours située dans l'espaoe 
entré deux surfaces sphériques et concentriques; alors le temps 8'exprime 
le plus souvent au moyen des arguments astronomiques. Dans un tel 
casy il serait facile d'établir les relations en vertu desquelles ou expri- 
merait aisément tous les arguments astronomiques au moyen d'un seul 
d'eux multiplié pas des nombres irrationnels. Ainsi Tanomalie vraie de 
la planéte troublante multipliée par le rapport des mouvements anoma- 
listiques des deux planétes serait aussi un argument astronomique, car la 
différenoe entré ce produit et Tanomalie vraie de la planéte troublée est 
composée d'une constante et de termes périodiques dépendant d^arguments 
astronomiques. 

Mais il peut arriver — quoique ce cas soit bien rare dans la nature 
d'aprés ce que nous savons — qu'on ne puisse pas exprimer le temps 
au moyen des arguments astronomiques seuls. Lorsqu'un tel cas se pré- 
gente il .existe toujours une relation linéaire entré les mouvements, en 
vertu de laquelle la somme de ces mouvements multipliés chacun par 
un entier convenable disparatt ou prend une valeur constante. A Taide 
d'une telle relation un d^s arguments peut étre éliminé et remplacé par 
une Gombinaisgn convenable des autres. Mais en révanche on voit naitre, 
dans la relation qui lie le temps aux arguments astronomiques, une 
nouvelle inégalité dont le coeflficient est une arbitraire et dont Targu- 
ment est une anomalie, ou bien le temps multiplié par un nombre 
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irrationnely de sorte que la différence entré le nouvel argument et un ar- 
gument astronomique quelconque contiendra toujours une partie séculaire. 

Gette inégalité dont la présence est bien rare dans notre systéme 
planétaire a re^u le nom de libration. En considérant, d'une maniére 
plus compléte qu^on ne Ta fait jusqu'ici dans les traités de roécanique 
céleste, le terme de la fonction perturbatrice d'ou pourrait ressortir la 
libration, on voit que Tinégalité correspondante s'exprime au moyen des 
fonctions elliptiques. Dans le oas d'un module plus petit que Tunité 
les arguments astronomiques n'éprouvent aucune altération, mais dans le 
oas oii les observations font ressortir la valeur du module plus grande 
que Tunité, la nouyelle inégalité dépendant d'un argument non-astrono- 
mique se trouve introduite. 

Dans le oas intermédiaire ou le module est exactement egal a Tunité 
les fonctions elliptiques ne se développent pas en series trigonométriques. 
Alors on ne saurait éviter les exponentielles; mais dans les expressions 
des inégalités ces fonctions entrent de telle fa9on que leur influence se 
borne ä introduire, dans les coefficients, une partie variable dont la va- 
leur tend vers une limite déterminée, lorsque la variable indépendante 
acquiert des valeurs tres grandes positives ou negatives. Donc on peut 
appeler les termes renfermant des exponentielles: termes asymptotiqties. 

Toutes les fois qu*un terme de la fonction perturbatrice pourrait 
engendrer une inégalité dépendant d'un argument non astronomique ou 
bien une inégalité ordinaire dont le coeflRcient serait tres grand, il est 
indispensable, pour avoir tout d'abol*d un resultat suffisamment approché, 
d'éviter tout développement suivant les puissances de cette inégalité et 
d'en tenir compte en faisant le calcul des inégalités dues aux autres 
termes de la fonction perturbatrice. 

Cétait par ces considérations que j'avais proposé dans les Comptes 
rendus de Tacadémie des sciences de Paris,* d^opérer le calcul des 
perturbations möyennant une équation de Lame (dont Tintégrale a été 
trouvée par M. Hermite). Conformément aux trois cas principaux: celui 
des arguments astronomiques, celui de la librjation et enfin le cas asymp- 
totique, Téquation dont il 9'agit prend trois formes diflFérentes que j'ai 
mises en évidence. Nulle doute qu*on ne puisse dans les cas qui se pré- 

' T. 92, 1881. 
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sentent le plus souvent, e£Fectuer le calcul des inégalites au moyen des 
formules qui en résultent; mais il y a des exceptions que je vais signaler* 

Supposant les mouveinents moyens tets qu'il y a lieu de présumer 
le cas d'une libration ou bien d'une tres grande inégalité provenant d'un 
certain terme de la fonction perturbatrice, je désigne un tel terme par 
le nom de terme critique. Quelquefois il peut se presenter, dans le dé- 
veloppement de la dite* fonction, Tapparence d'une infinité de termes cri- 
tiques, pourvu qu'on les considére séparément sans tenir compte des 
autres. Gela étant, Teinploi de Féquation de Lame ne conduit pas immé- 
diatement ä des resultats d'ou la convergence absolue puisse étre aisément 
déduite, surtout si Ton est amené ä considérer simultanément plusieurs 
planétes troublantes; mais on peut toujours y opérer une transformation 
telle qu^on aura une nouvelle équation tout a fait semblable ä celle qui 
donne naissance aux premiéres fonctions elliptiques et a la premiére équa- 
tion de Lame, cette nouvelle équation étant délivrée du premier terme 
critique. En appliquant au resultat ainsi obtenu les procédés au moyen 
desquels on a éliminé le premier terme critique, on aura un nouveau 
systéme de fonctions elliptiques et une nouvelle équation de Lame. On 
pourrait continuer Tintégration prdposée et Ton parviendrait ä éliminer 
ainsi, de proche en proche, les termes critiques; de sorte que le reste des 
termes de la fonction perturbatrice deviendrait de plus en plus insensible. 

Mais du fait que la somme des termes omis dans la fonction per- 
turbatrice est insensible on ne peut pas toujours démontrer la valeur in- 
sensible de la somme des inégalites qui leur correspondent, ce qui serait 
le but de nos recherches. Pour faire voir que la valeur dont il s'agit 
reste tres petite il faut montrer que, méme si les termes négligés, con- 
sidérés séparément^ donneraient lieu ä des inégalites sensibles, Tinfluence 
mutuelle des diverses inégalites empéche Tagrandissement, hors d^une 
certaine limite, des inégalites résultant des termes lointains dans le dé- 
veloppement de la fonction perturbatrice. 

Que les inégalites dont nous avons parlé restent tres petites toutes 
les fois qu'il ne slagit que des termes non-élémentaires^ cela se comprend 
en vertu des recherches contenues dans mon mémoire déjä cité. Il suit 
de lä la convergence des series employées dans le cas d'une orbite inter- 
médiaire, en désignant par ce mot une orbite telle que les expressions 
des coordonnées sont dépourvues de tout terme éléraentaire, et que les 
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inégalités s^expriment au moyen de deux arguments. Kintégration de 
lequation différentielle d'o\i se tire la longitude dans Torbite ou bien la 
réduction du temps, mais modifiée de maniére ä ne contenir que deux 
arguments^ a été étudiée soigneuseroent dans la troisiéme partie de inon 
mémoire de 1887. Cependant certains points de cette étude n'étant pas 
rais en plein jour autant qu'on pourrait le désirer, on va trouver, dans 
les page^ sui vantes, quelques additions y relatives, 

On reconnalt aisément que Torbite intermédiaire colncide avec Torbite 
vraie toutes les fois qu'on peut négliger la masse de la planéte troublée 
et i'excentricité de la planéte troublante, ainsi que rinclinaison mutuelle 
des deux orbites. 

Quant au oas le plus general parmi ceux qui ont été traités dans 
mon mémoire précédent, je n ai pas pu constater jusqu^a present, d'autre 
objection essentielle a faire au principe de la méthode d'intégration ^doptée 
que celle d'une.a8sez grande prolixité relativement a Tapplication. lime 
.faut toutefois avouer que j'y ai adopté comme legitime un procédé dont 
Fusage general a été admis par Le Verrier, mais dont la portée n'a pas 
iencore été étudiée soigneusement. Il slagit d'obtenir Tintégrale d'un pro- 
duit de deux facteurs dont Tun est fonction seulement . des termes.élé- 
mentaires mais Tautre dépend des Ibngitudes des planétes, et il y ^ lieu 
de supposer que cette intégrale s'obtienne au moyen des quadratures par 
parties. Il est cependant possible que la portée de la méthode dont je 
•viens de parler soit restreinte a une exactitude limitée, mais dans . ce oas 
il serait facile d^ntercaler un procédé supplémentaire a Taide duquel le 
resultat demandé s'obtiendrait en toute rigueur. 

Quoi qu'il en soit<, une nouvelle méthode plus efiPicace que ne Test 
celle qu*on a employée dans le mémoire de 1887, serait évidemment a 
désirer. Cest 1'exposition d'une telle méthode qu'on va lire dans les pages 
sui van tes; on.va encore reconnattre .quelques propriétés de la théorie des 
inégalités, qui ont échappé aux recherches précédentes mais qui sont 
d'une importance considérable, 

Enfin, la partie de la relation entré le temps et les arguments astro- 
jDoroiques qui contient des termes élémentaires, et qui ne s'obtient pas 
toujöurs au moyen de Tancienne méthode, peut étre déterminée exactement 
it Taide des nouveaux procédés. 
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Quelquefois^ pour m'exprimer plus briévcmenty j'ai marqué la con- 
cordance cntre deux quantités Ä et B par rapport k Tordre de grandefiir 
éii employant la notation 

A:s:B. 



Ainsi la comparaison 



signifie que 



A^s' 



-4 



est toujourSy méme pour des valeurs évanouissantes de e, un nombre fini, 
pas tres grand, ni tres petit^ ou bien une quantité de Tordre sséro; 



Apres ces préliininaires nous passens a rexposition des nouvelles 
recherches. 



CHAPITRE I. 

Uintégration d'une équation différentielle du deuxiéme ordre et 
du troisiéme degré avec un terme tout connu. 



S !• AppHcatian de la tnéthode des coefficients indéterminéa. 

I . L'équation différentielle du second ordre dont l'intégration donne 
le rayon-vecteur e^t tres compliquée, du moins si l'on n'« pas dégligé 
tous led termes du degré supérieur au premier. Il n^est pas, cépendant^ 
permia d^btnettre toujours \eä termes de d^ré supérieui^ afin de réduire 
aingi Téquation proposée en une équation linéaire: il faUt, au contraire, 
des leg premiers pas, retenir certains termes du troibiéme dégréi sinoo^ 
le resultat d*intégration peut se presenter isous la forme d*unb sérle 
divergente. 
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Mais Téquation dont il s'agit9 et dont Tétude est tres épineuse, peut 
étre^ toutefois^ décomposée en une suite d^équations plus simples, de sorte 
qu^on aura le resultat demandé au moyen d^approximations successives 
dont la convergence est comparable ä celle d'une serie ordonnée suivq^nt 
les puissances d'une quantité plus petite que Tunité. 

L'équation la plus simple qui nous pourrait servir comme point de 
départy est celle-ci: 

(1) g+(i-Ä)/>-Ä/>' 

^ = _^^cos[(i — ^Jt; — 5,] — r,cos[(i — ö-Jt; — B,] — ... 

ou les coefficients /9| ^ /9, » ^r^ 9 ^, > • • • sont de petites quantités de Tordre 
des forces troublantes^ tandis que les y sont des coefficients du méme 
ordre mais multipliés encore par des puissances . et produits des excen* 
tricités et des inclinaisons mutuelles, de sorte qu'ils förment une serie 
dont Iji convergence est uniforme. 

On serait porté a croire que le terme du troisiéme degré puisse étre 
omis. Cherchons ce qui en résulterait 

On aurait d'abord, en désignant par x et par F les arbitraires de 
rintégration, 

(2) ^ = xcos[(i —<:)v — r] + ^^_J;^^^ cos[(i —a,)v — B,'\ + ... 
OU le coefficient c ©»t déterminé par la relation 



Tant que les différences 

sont des quantités du méme ordre que ^j, Texpression de p que nous 
venons de trouver reste nécéssairement convergente, ét on peut toujours en 
considérer la valeur comme tres petite de Tordre des excentricités, pourvu 
que la valeur de Tarbitraire x soit elle-méme tres petite. Dans ce cas le 
terme ^,/>* serait du troisiéme ordre par rapport aux excentricités, et on 
obtiendrait, par la voie des approximations successives, la correction a 
ajouter a Texpression (2) due a ce terme. 
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Mais il peut aussi arriver que, panni les dénominateurs de Texpres- 
sion (2), il sen trouve un ou plusieurs ou inéme un nombre infini, qui 
8'approchent tellement de zéro que les coefficients qui en dépendent de- 
viennent tres grands, ce qui entrafne des valeurs exagérées ou méme 
infinies de la fonction />, telle que nous Tavons exprimée au moyen de 
l'équation (2). On s'aper9oit de la qu'on n'est plus autorisé ä admettre, 
dans le cas envisagc, ni la convergence de la serie (2), ni la réussite des 
approximations indiquées. La raison en est la prépondérance du terme 
négligé toutes les fois qu'un diviseur devient tres petit. Pour avoir une 
expression effectivement approchée de IMntégrale de Téquation (i), ii nous 
faut donc une méthode dMntégration qui fasse, déja dans la premiére ap- 
proximation, contribuer au resultat le terme dépendant de y9g. Mais ce 
terme étant retenu, Tintégration dont il s'agit devient tres épineuse; il 
convient dohc a commencer par Tétude d'une équation un peu simplifiée. 
Or, on a supposé, dans Téquation (i), tous les coefficients f^ ä Texcep- 
tion d'un seul, égaux ä zéro. 

La méthode d'intégration qui se présente d^abord est celle des coeffi- 
cients indéterminés. Certes, Téquation proposée étant du troisiéme degré, 
les équations de condition au moyen desquelles se déterminent les in- 
connues le seront aussi, d'ou il est visible que le calcul des coefficients 
deviendrait extréraement pénible; cependant, Temploi de la méthode dont 
j'ai parlé nous dévoiiera tres facilement quelques propriétés importantes 

de Tintégrale. 

« 
2. Admettons dans Téq nation 

(3) S+(i-Ä)/>-Ä/>'^-rco3[(i-^)t;-^] 

la fonction p décomposée en deux partieB, de sorte qu'on ait: 

P = Po + ^y 
et que la fonction p^ soit exprimée par les deux termes: 

p^ = xco^f + x^ cos/;, 
oii Ton a écrit, pour abréger, 

/'=(i_c)2; — /'; f, =(i_^)r — /?. 

ÅttA ^HtUheniaiiea. 16. Imprimé le 2 mars 1891. XO 



74 Hago Gyldén. 

De rexpression adoptée de p^ nous tirons d'abord: 

+ ^^X\ COB{2f— /;) + lxx\ C08(/-— 2/;) 
+ \x\ C03(2/- + /;) + |xx? C03(/- + 2/;) 

+ ^z''cos3/' + ix?cos3/;. 

Apres avoir introduit cette expression de pl dans Téquation (3), 
nous allons déterminer les inconnues x^ et c de maniére a faire disparaitre 

T 

les coeflPicients de cos/* et de cos/^j. En désignant par -(-R*) la partie 
constant€ de 22^ il en résulte les équations de condition: 



(4) 



-(I -c)' + (I -/?,) -^\^x'-\pX^' + x\ + {R^)-\ = o, 
-(I -af + (I -y9,) +|/9,;f? -|ä[x' + *? + (!?')] = -f , 



et Téquation du second ordre qui sert a déterminer la fonction R sera: 

= |/9, A co8(2/-- /;) + |/?.*x? cos(/-- 2/;) 

+ ^/9,xV, co8(2/- + /;) + ^/93x;f? cos(/- + 2/-J 

+ iy9ycos3/- + ^/?,x?co8 3/;. 

Avant d'aller plus loin, arréton8-nou8 un instant a considérer les 
conséquences des équations (4). En y introduisant les notations 
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3e,=^^[(i-^r-(i-A)+iÄ(^'+5(ij'))} 

la deuxiérae d'elles sécrit ainsi: 

(6) • x] + 3S,X, = 26, 

d'ou Ton ti re: 

Il s^ensuit de cette formule que la valeur de x, ne surpasse pas la 
limite 

x, = 2;/T, 

pourvu quon ait: 

dans le cas opposé, il est facile de voir qu'il existe toujours une racine 
negative de Téquation (6) ne devenant pas plus grande que 






En effet, si nous posons: 



S, = Ö>£i 



réquation dont il s'agit prend la forme 

et si nous introduisons, au lieu de x,, la nouvelle ineonnue ^, liée ä la 
premiére par la relation 

Xi = e}z, 
nous aurons: • 

(7) z'' + Z(oz = 2. 

Supposons qu'on ait: 

ö> = — I ; 
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alors les trois racines de Téquation que nous venons d'établir seraient: 



^ = -t 2; 



^ = -- 1 ; 



z = — I. 



La premiére d'elles correspond a la limite positive de x^^ la seconde ou 
la troisiéme a la limite negative du méme coefficient. 

De Téquation (7) on déduit facilement le développement que voici: 



(8) 



z = 



3« 



, _i (^) + A. M )'__9A M ) + . . . 

I \27€0/ ' 1.2 \27w/ 1.2.3 \2j€oJ ' 

^ 3H(3n— i)(3n — 2)...(2ii + 2) / 4 y-p 
— I . 2 . 3 . . . n \27w/ "^ • • * 



qui reste convergent autant que Von a: 



ö> > I ou ö> < — I. 



Relativemen t aux valeurs assez grandes de o;, positives ou negatives, 
on peut se contenter de Texpression 



z = 



ou bien de celle-ci: 



2 



Gette expression qui, par rapport a Texactitude, est comparable aux 
coefFicients du développement (2), est entiérement en défaut, toutes les fois 
que la valeur absolue de cd reste inférieure ä Tunité. Par lä on est en 
état de juger jusqu'ä quel point le dit développement peut étre utilisé. 

Concevons particuliérement le« cas oii 

o; > — I, . 
ce qui permet Temploi de la formule 



-? = VI + \r£>' + I + VI — Sio^ + I > 



OU bien de celle-ei: 



= {o>^ + i)A\/ 1 -^ -4==-\/ 1 --4= 

I ^ sjio^ + I ^ yjco^ + I 
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Si maintenant cd était positif, la valeur de z 8'obtiendrait au inoyen 
du développement 

/ \ 2 I lO I , 

qui découle de la formule précédente; mais si, au contraire, ö> avait une 
valeur entré o et — i, on exprimerait z au moyen d'un développement 
suivant les puissanees de yjo)* + i ou bien suivant celles de w^. Voici le 
premier de ces développements: 



(lO) Z = 2 



^-^(^'+0-rrT(^'+0'-..- 



il nous donne la racine reelle correspondant aux valeurs de ca. p^'ii diflc- 
rentes de — i. 

Nous ajoutons encore quelques möts sur les diverses cquations de 
condition correspondant a certains cas spéciaux. 

D'abord, on peut se demander les conditions ä remplir pour qu'on ait: 

\ 

c ■ C" 

ou bien: 

w= — I. 

Les valeurs des deux coefficients e^ et- s, que nous avons déja sig- 
nalées nous fournissent la relation suivante: 



2 

ra 



d'ou Ton tire, eu égard a la deuxiéme des équations (4), 

Evidemment, on satisfait a cette équation par deux valcurs de ;rp a 
s^voir: 



• V3Ä/ 
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et: 



i 






ce qui convient a Thypothése o) = — i. 

Nous fiupposons toujours que x et x^ soient, tous les deux, de 
petites quantités de Tordre des excentricités. Relativement ä x cette hy- 
pothése est legitime en soi-méme, inais la supposition relativement a x^ 
repose sur une autre hypothése, a savoir qu'on ait: 

t 

e étant une quantité de Vordre des excentricités ou des inclinaisons. 

Les suppositions admises entratnent, comme nous le verrons plus 
tard, de petites Valeurs de (B^), tout au plus de Tordre de e*. On ne 
saurait donc satisfaire a Téquation (ii) a moins qu'on n*ait: 

et 

_(!_„)» + (I _^,) 

_2. S • 



On tire immédiatement des équations (4): 



ou bien, si Ton néglige c* auprés de 2 c et a^ auprés de 20-, 

D'un autre cöté, si Ton ajoute successivement les relations: 
et 
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ä réquation précédente, il en resultera les deux formules que voici: 

Donc, aux deux solutions relatives au coefficient x, correspondent deux 
valeurs de la différence c — ^• 

Il serait tres facile de montrer, par un exemple, Vexistence d'un oas 
tel que nous avons envisagé dans les lignes précédentes. En effet, si 
Ton admet 

Ä = .-(.-,r-?ft(|t)«, 

et qu'on suppose Tarbitraire x tres petite auprés de x^y de sorte quon 
puisse la négliger, la constante (2?^) serait aussi tres petite. Ayant ainsi 
satisfait ä la condition (ii), on a trouvé deux solutions distinctes et diffé- 
rentes entré elles. 

Voyons maintenant quelles sont les conséquences de la supposition 

Sj = o. 

On trouve tout d'abord, en ayant égard a la valeur de e^ donnée plus 
haut, réquation de condition que voici: 

(12) {i-ay-{i _;9J +|;9.(x« +I(iJ')) = o, 

et la valeur correspondante de x^ s'obtient immédiatement au moyen de 
la formule 



Pour comparer les deux cas spéciaux que nous venons d'envisager, 
désignons par ff^ la valeur de p^ dans le cas oii 

ö> = — I ; 
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alors la différence des équations (i i) et (12) nous donne: 






On voit donc que méme un tres petit changement dans la valeur 
de ^j peut produire de graves altérations dans la nature des intégrales, 
toutes les fois que la différence 2a — ^^ est tres petite par rnpport ä a 
ou a y9, . 

Le oas special de notre probléine caractérisé par la condition 



s, = o 



— ou plutot un cas qui en différe tres peu — a déja été envisagé par 
Leverrier et plus tärd par M. Tisserand. Les resultats auxquels sont 
parvenus ces deux savants ne sont cependant pas tout-ä-fait décisifs, vu 
quHls n'ont pas considéré, dans leurs recherches, le terme dépendant de 
x\. La supposition 

^2 = o, 
ou bien celle-ci: 

2<T — a^ — P\ ^ ^ ' 

doit alors introduire, dans le resultat, des termes multipliés par le temps 
ou par un argument astronomique, d'ou Ton pourrait conclure Tinsta- 
bilité du mouvement Mais en conservant le terme du troisiéme degré, 
on évitera non seulement la sortie de Targument hors des signes trigono- 
métriques, mais encore les * tres grandes valeurs du coefficient x^. Néan- 
moins le resultat pourrait étre tel que Tinstabilité fAt indiquée. 

En effet si, apres avoir supposé le coefficient Sj tellement petite que 

la valeur de (o tombe entré — i et + i> o^ adraet pour le rapport —• 

une valeur du premier dégré, on obtiendra relativement au coefficient 
;f, un resultat ^dont la valeur numérique sera du méme ordre que la 
racine cubique de l'excentricité. Mais une telle valeur peut 8'approcher 
si prés de Tunité que le développement de la fonction perturbatrice cesse 
d'étre convergent. Dans ce cas, on ne saurait rien juger sur la stabilité 
du mouvement en employant les méthodes qu'on va trouver dans le 
present mémoire. 
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Mais si, au contraire, le rapport y est du troisiéme degré, ou d*un 

degré encore plus élevé, la valeur du coefifieient ;f, sera au moins du 
premier degré, de sorte que la fonction p^ reste toujours une petite 
quantité de Tordre des excentricités, Tarbitraire x étant supposée .un^ 
quantité du niérne ordre. 

Les eonclusions auxquelles nous sommes parvenus ne sont encore, il 
est vrai, que tres incomplétes; cependant, elles nous offrent une idée de 
la vraie nature des resultats demandés. 

3. Les resultats que nous venons de trouver, dans le numéro pré- 
cédent, peuvent, si deux racines de Téquation (6) sont égales ou presque 
égales, s'écarter sensiblement dé la solution coinpléte de Téquation (3). 
On a cependant trouvé une solution qui donne une idée de la vraie so- 
lution, ce que nous allons conclure du fait que la fonction R reste, 
inéme dans les cas exceptionnels, de Tordre de />^, mais qu'elle devient 
tres petite dans les cas ordinaires, a savoir lorsque la valeur absolue du 
paramétre w est sensiblement plus grande que 1'awité. Relativement anx 
cas ordinaires, il n'y a nulle difficulté d'obtenir le développement de 
Tintégrale cherchée telleraent exact qu'on peut le désirer. 

On peut cependant faire entrer, des le debut, une simplification con- 
sidérable dans notre probléme, en observant que les termes, dont les ar- 
guments ont la forme générale 

(25+ i)f±m{f-f,), 

5 et w étant des entiers dont s peut avoir la valeur d'un nombre positif 
quelconque a Texception de zéro, restent toujours tres petits dans Finté- 
grale, du moins si m n'est pas tellement grand qu'on puisse le comparer a 

28+1 

^ + Q ' 

Certainement, les termes dont il s'agft exercent quelque influence sur les 
termes élémentaires, a savoir sur ceux qui dépendent de Targument 

mais cette influence est tres petite, et on peut en tenir compte d'une 

Aeta mtåthtmatifa. If». Imprlmé !• 14 mar» 1891. \\ 
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inaniére tres aisée. Nous pouvons donc nous dispenser de considérer, dans 
notre étude générale, les dits termes. 

En réunissant les termes élémentaires, c'est-a-dire ceux dont les argu- 
ments permettent des diviseurs fort petits, et qui en conséquence apparais- 
sent fort agrandis dans Tintégrale, nous en désignerons la somme par (^), 
et il sera évideniment permis de niettre 



(•3) 



(p) = 5y C08 [(l — <:)V — ir], 



7] et TT étant des fonctions de la différence 

f— fl = w- 
Maintenant, si nous posons: 



(14) 



^ = 3ycos(;r— 0> 

Ä= 7] sin {tt — Z'), 



nous auronSy en admettant toujours la notation 



la formule: 
(»5) 



f=ii-<:)v-r 



(yo) = g cosf + h sin f. 



Par la definition (13), il est visible qu'on peut mettre: 

et si nous posons, dans Téquation (3), 

nous pouvons décoinposer cette équation duns les deux suivantes: 



f d\p) 



(16) 
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Il est facile de saisir pourquoi on a introduit les symboles de la 
forme 

[« y yl 

On 8'en servira pour transférer certains termes d'une équation a une 
autre, en supposant déterminée la sotnme seule des deux équations, tandis 
que chacune d'elles est supposée en quelque sorte arbitraire. 

Concevons, en effet, qu'on ait une équation dififérentielle quelconque, 
dont Fintégrale soit cherchée au moyen des approximations successives. 
F^intégrale étant composée de termes de divers genres, on trouvera souvent 
utile, pour faciliter la marche du calcul,*de trancher d'abord Téquation 
proposée en plusieurs autres, chacune soumise a la condition de ne donner 
naissance qu'ä des termes d'une fbrme déterminée. Mais comme chaque 
approximation nouvelle peut produire des termes de plusieurs formes, 
la décomposition de Téquation proposée ne s'opére que de proche en proche. 

Evidemment, les fonctions désignées par les symboles que nous avons 
introduits dans les diverses équations, peuvent étre déterminées de telle 
maniére que les termes d'une certaine forme soient retranchés d'une équa- 
tion, mais ajoutés a une autre. 

Faisons d'abord Tapplication de cette maniére de distribuer les divers 
termes sur les différentes équations, dont la somme redonne Téquation 
primitive. 

Si, dans la premiére des équations (i6), on néglige le terme [(/>), S] 
on aura un resultat approché que nous désignerons par 

{p)i =7iCos[(i —cjv — ;rj. 

Ayant des expressions approchées des fonctions rj^ et tt^^ il sera facile 
detablir Texpression^approchée de S. 

En effet, les variations de rj et de tt étant tres petites, on est autorisé 
a intégrer la seconde des équations en y supposant ces fonctions con- 
stantes. En ne considérant, dans la premiére approximation, que le terme 
tout connu ä droite, on a: 
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formule dans laquclle on peut introduire les oxpressions approchécs de 
7j et de TT. 

Les termes dont la forme est celle de termes en {p\ et qui par 
conséquent doivent étre supprimés dans la seconde des équations (i6) 
par le symbole [(/?) , 5], sobtiennent tout d'abord. Les voici: 



T6^^^' 



3 
64 



de sorte qu'on aura, au lieu de la premiére des équations (16), la suivante: 



(«7) 



'W + [' -Ä -l^fjp) = -rcos/; 



3 Ät_» 



l^'^' 



9(« - C)'- (• -Ä) [9(1 - O' - (I -/9,)]' 



(/>). 



ou Ton peut considérer tous les termes a droite comme donnés. 

Il n'y a pas, évidemment, de difficulté de continuer les approxima- 
tions entamées. 

Oela étaÄt, nous abordons Tintégration de Téquation (17) en n'y 
considérant que le premier terme a droite. 
. Admettons les développements 



(18) 



ce qui donne: 



g = X + x^ cos w + x^ cos 2W + 
h = X^sinw -^ X^ sin 2tc; + . . . 



(19) {p) = X cosf+-{x^—Å,) cos{f+w) + ^(x, — Aj) cos(/'+ 2W) + ... 

. +i(^i +^i)cos(/'— w;) + ^(^3 +Å,)co^{f—2w) + ... 
D'un autro cöté, puisqu'on a: 



ff' + /** = v 
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ii sera évidemment possible d'établir le développement 



(20) 



(V 



7j = TfS^ + rjr C08W + 7JY C08 2m; + . . . 



011, pour abréger Técriture, on peut omettre les indices supérieures. 
Or, on obtiendra facilement les expressions suivantes: 



(I) 



57, =*'+^W+>?)+;W + AJ) + ... 



oy, = 2XX, + [x,x, + A,A,] + [x,x, + ^A,] + . . . 



Vt =2^xi — X]) + 2XX, + [x,x, + A,A,J + [x,x^ + A,AJ + . . . 

37, = 2XX, + [x^X, — Å^X,] + [x^X, + X^Å,] + [x^X, + A,AJ + . . . 

etc. 



et, en se servant de ces notations, les équations de condition que voici: 



[-(i-c)'+i-/5, - |ä37,]* - 1 Ä{>f. 7, +',^7. + '.'?. + •••} = O' 

+ 1 v,[^i — A, + X, + ;,] 



+ ^'7.['» — -^H-^ + ^J 



+ 



= — 2r 
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[- [I - C + (*r - c)]' + I - A - l^rj,]{x, - A,) 



Ä 



*?I +-2VÅXi — K) 



+ i'7,[«i +^i +X3— A,] 



+ 2'?»['» +'^l + *4— ^4] 



+ 



= 0, 



[- [' - C-«(^- c)]' + I -/9, -|ä?o]('. + ^.) 



(II) 



•2 



8 






8 



g/^Bjy.-iL*! + ^ + *»,-! + A,,..,] 



— |Ä'?-[' + ^(;f,. + A,.)] 



8^3'7»+iL*i ^1 "T" ''j«+i ~r A»«+iJ 



= 0, 
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■ 

[- [I - c + «(«r - c)]* 4- I - A -l^rj.Jx^ - ^.) 



0^8%— iL^l ^l "T ^2«-l ^Jn— ij 






= o. 



La solution de ces deux systémes d^équations est visiblement tres 
pénible: 8'il était permis de supposer les coefficients ^o » 7i > • • • connus, 
la détermination des coefl&cients ar^ , x^ , . . . , A, , A, , . . . et de c dépendrait 
de la solution d'un systétne infini d'équations linéaires, mais puisque, dans 
nötre probléme, les rj^^^ sont des fonctions du deuxiéme degré par rapport 
aux coefficients x et A, il faut considérer les systémes (I) et (II) simul- 
tanément. On comprend aisément que la solution des équations dont il 
slagit ne s'obtient qu'au inoyen d'approxiraations; mais méme par cette 
voie il serait difficile de parvenir a des resultats exacts. Nous nous con- 
tenterons d'en indiquer les premiéres operations. 

Supposons, dans ce but, qu'on puisse négliger les coefficients r, et 
A,, ainsi que tousles coefficients suivants; alors nous aurons: 

Vi =Z W — '^?)' 
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et les trois premiéres des équations du systéme (II) deviennent 



(. ^ c)' + I - /9. -l^[^* + 2- W + A?)] = |ä*! 



(21) 



(, _^)« + X _^^ _^^,[^;,« + !(;,» + A?)]](;f. + A.) 



^y9,(x? - A?)(x. - A.) - |/9,x\ = - 2r 



- [I - C + (*r- c)]' + I -Ä -1ä['' + 5 W + ^?)]|0 



A.) 



^y9,(x? - -i?)(x, + A.) -^Ä A = o- 



Sans entrer dans les détails qnant ä la détermination des trois in- 
connues: c» ^, et A,, on peut tout de suite, des équations signalées, tirer 
quelques conséquences importantes. 

En forraant la diflférence entré les deux premiéres de ces équations, 
apres avoir di vise la deuxiéme par x^ + ^i^ i^ous aurons: 



,,,_^_(,._,.) = _L_. 



lfi,x\ -,r| + ^Ä(«, -A,)'-?A'!- 



De méme, la premiére et la troisiéme des dites équations, celle-la étant 
divkée par x^ — Å^, nous donne : 



2'^ X, 



Ces deux resultats nous fonrnit les suivants, en oraettant c auprés 
de Funité: d'abord la formule 

4(» - c) = I Ä«'., [^_ - ;;^] - IfiAX, - ^^ , 

et puis, en négligeant le terrae a^ — c*, Téquation 



° - iÄ'*'{,TTÄ + «:^.] - .TTX + l^-W + ^'> - 1^' 
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Si dans cette derniére équation ainsi que dans la deuxiéme des équations 
(21) on met: 

^1 =Px^l 



on au ra: 



On volt facilement que ces deux équations sont satisfaites par une 
valeur positive de x,, jointe a une valeur de p entré o et + i. Mais 
cette racine positive pouvant devenir, dans certains oas, trop grande pour 
étre corapatible avec la nature de notre probléme, il faut qu'on examine 
le oas d'une racine negative. 

Posons : 



r 



3Ä^ 



= -A 



la quantité f est, par Vhypothése, toujours positive, pourvu que le coefficient 
j' soit positif. De Téquation du quatriénie degré en p on tire maintenant: 

• 

Il découle de cette équation, oe qu'on voit facilement, qu'une des 
racines 8'approche de Tunité, a mesure que le coefficient f prend des va- 
leurs plus considérables. Mais, dans les cas qui se présentent le plus 
souvent, le coefficient y est de Tordre du produit yS^x, d'ou Ton conclut 
une assez grande valeur de /*, et, en conséquence, que le facteur p ne 
différe que tres peu de Tunité. 

Si, dans les resultats que nous avons obtenus précédemment, on 
suppose jp = I, on retombera dans les équations (4), en y omettant les 
termes dépendant de (R). Ces équations peuvent donc servir comme 

Acta mathtmatiem. Ifi. Imprimé le 16 mara 1891. \2 
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point de départ des approximations successives toutes les fois qu'on est 
autorisé a comraencer par Thypothése 

jp= I. 



Mais nous avons appris, dans ce qui précéde, que la valeur de p ne 
différe ordinairement que tres peu de Tunité, on est donc amené a com- 
mencer les approximations par admettre cette hypothése, ou bien par faire 
application des équations (4). 

Si Ton retient x^ et A, ä c6té de x^ , x^ et A^, en supposant les coefiPi- 
cients x^ , A3 , . . . négligeables, les régles du calcul deviendront plus 
compliquées que celles que nous avons communiquées précédemment. 
Mais comme nous allons connaltre, dans les pages suivantes, des méthodes 
plus expéditives, nous n'insistons plus a poursuivre la voie sterile des 
déterminations successives des coefficients, bien que la méthode entamée 
puisae donner, excepté dans les cas trop difficiles^ des resultats satisfaisants. 
Mais sans entrer dans le détail du calcul, on peut tirer des systémes (I) 
et (II) une conclusion importante. • 

Admettons que ^ soit une quantité du troisiéme degré, c*e8t a dire 
une quantité du troisiéme ordre par rapport aux excentricités ou aux 
inclinaisons, nous aurons, en négligeant x^ et A, ainsi que les coeflPicients 
suivauts, un resultat du premier degré quant ä x^ et A^, la différence 
2a — y9j étant toujours supposée tres petite. Si ensuite nous introduisons 
ces valeurs dans rj^ , 3y, et tj^^ ainsi que dans les deux équations du 
systérae (II) qui contiennent les produits de ij^ par {x^ -f A^) et {x^ — A,), 
et que nous omettions les ternjes dépendant de x^ et de A, ainsi que 
les coeflEicients suivants, les valeurs de x^ et de A, que nous obtenons 
ainsi seroat, ce qui est facile a voir, du méme degré que le sont x^ et 
\. En continuant les operations analogues, on aura toujours dos resultats, 
du premier degré. Donc, si la suite des coeflficients x > Xj , ar, , , . . , Aj, 
A, , . . . förment une serie oonvergente, cela tient ä la convergence des. 
facteura, oontenus dans ces quantités, qui ne dépendait que des indicea. 

Nous som mes donc arrivés au fait que les expressions representant 
les inégalités planétaires peuvent renfermer des développements^ ne procé- 
dant ni suivant les puissances des forces troublantes, ni suivant celles. deå. 
exceatricitéa ou dea inclinaisons. Nous verrons que ces series, liéanmoios. 
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soht convergenteSy et qu'olled ne néce^sitent pns la siibBtitution d'un nouvel 
argument ä Targument astrononiique. 

4. Au lieu de chercher imincdiatement le développeincnt auivant 
les multiples de t;, on peut se proposer de faire avancer la solution de 
notre prabléme en introduisant une nouvellc variahle indopendante con- 
venablement choisie. Si en niénie teinps, on reniplace la fonction (/>) pur 
une autre, JB, il sera possible de déterminer la relation entré (fl) et A\ 
et celle qui existe entré v et la nouvelle variable que nous désignerons 
par tt, de maniére a nous ofFrir imrnédiatement une niéthode d'effectucr 
les approximations successives et de faire voir la convergenee du resultat. 

En efifet, si nous désignons par tp une fonction encore a notre d is- 
position ^ et que nous posions: 



E 



iP) = rr 



r 



dv == 



du 



(I +^) 



i> 



nous aurons une nouvelle équation diflférentielle du seeond ordrc en K^ 
qui est linéaire, mais qui eontient, au lieu de la troisiöme puissance de 
Ey une certaine fonction de ses coefficients. La fonction ip peut étre choisii! 
tellement que Téquation en E s*intégre imrnédiatement lorsciue les termos 
ä droite sont connus; mais ces termes n'ctant pas tout connus d^abord, 
il faut les chercher au moyen des approximations. 
Des relations écrites ci^dessus on tire facilemeht: 



d\p)_d^E , 



^^•Sc + *y- 



En irerta de cette expressioii et de la relation qui lie {p) k ?J, Téquft' 
lioii (17) ae transfornie en celle-ci: 



du* "^ 



4 



I dy 

I -h ^ du* 



'' = (TTW'^~^''''^^ "•"'• 



Maintenanty si nous déterminons la fonction <p de far;on a flatisfaire 
réquation 

" ^^ "~Ä'^>' d*ib I X 

(I +^)* du* t +^ P^ ^rz''^ 
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H étant une constante que nous choisissons de maniére que la variable 
u soit un argument astronoinique, c'est a dire qu'elle passé avec v par 
o , 27r, 4;r, etc, nous aurons: 



d*E 
(24) j,.- 


+ 


1-/9.- 


-\^^ 


^^-0 


+ ^)«{ rcos/; + ...} 


et 




d*é 


4(i-Ä)- 


-{P.W+Ii) <P - ^{^ - P. -\P.V' 












= -^Ä('?'-Ä)- 



En (lésignaut la dififérence v — u par W, et en posant: 

£/ = (i — c)u — r = /• — (i — c) V'-, 

la fonction jy* 8'expriuiera évidemment au moyen de rargument 

V— U, = ö> 

et de la fonction <?'. Si Ton néglige, dans la preiniére approximation, 
la fonction V*', nous aurons en vertu de Téquation (25) la valeur de ^, 
apres quoi la fonction ¥ s'obtient au moyen d'une quadrature. Gette 
fonction, ^, étant en quelque sorte arbitraire, on peut omettre d'y in- 
troduire les termes dépendant des constantes d'intégration. On aura en 
conséquence la fonction dont il s'agit exprimée par la seule variable 01, 
et en continuant les approximations, les deux quantités, rj^ et ^, ne dé- 
pendront que de la dite variable. 

La premiére approximation relativemen t a <p s'obtenant tout de suite, 
nous aurons: 



(26) 

et puisqu'on a: 



<P = -TePÅv'-H\ 



(Iv =' (l 2</f + 3^' . . .)dUj 
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il ««t aisé de voir que la fonction ¥ s^exprime approximativement par 
la formule 

(27) ¥=yj{r3'-H)du. 

Donc, la constante H doit, dans la premiére approximation, étre égalée 
au ter me constant du développement de la fonction rj^j terme que nous 
avons désigné par rj^. 

Par ces considérations il est facile de comprendre que les termes au 
membre droit de Téquation (24) peuvent étre transformés en termes dé- 
pendant des arguments U^ et (Oy et que la serie qu'on obtient ainsi sera 
convergente. En effet, par la relation 

on aura 

cos/i '-= Pcos C/j — Q sin C/j, 

P et Q étant des fonctions de (Oy k savoir: 

P= 1 —(i — ^)»r +— ! (i — ^/r — ..., 

1.2^ ^ ^1.2.3.4^ ^ ' 

Mais en considérant d'abord V^ comme une serie trigonométrique dont 
Targument est ö>, on aura les fonctions P et $ exprimées au moyen de 
développements analogues, qui seront nécessairement convergentes. 

Il s'ensuit des resultats que nous venons d'établir que la fonction E 
sexprime par les arguments CT et ö>, de sorte que, si Ton pose: 

(28) -E; = Zcosi7+ YsinUy 

les fonctions X et F seront données au moyen des développements: 

X = A; + &j cos öl + A, cos 2ö> + . . . , 
Y = l^smo) + l^B\n2(o + • • • > 

les k et les / étant des coefficients constants. 
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Les fonctions g et h que nous avons introduites par les équations 
(14) 8'expriment aisément au moyen de X et de Y. Pour établir ces relä* 
tionSy nous rempla90DSy dans Téquation (28), Targument CTpar /"— (i — c)'/''- 
Nous aurons ainsi: 



E = 



et puisqu'on a 



OQ en tire: 



(29) 



{ X C08 [(i — c) V'3 — Y sin [(i — c) V']] cos/ 

• 

+ {Z8in[(i — f)r| + rco8[(i —^)Vq\smf; 

• 

^ = (i + ^)(/>), 



_^ Xcos ((I — c)^] — rain [(i — c)^] 
, _ Z8in[(i — c)y] + rco8|(i —iW] 



En formant rexpres8ion 



{Hy = z» + r», 

on reconnaltra au premier coup d'oeil la relation entré 17' et (H)*; elle 
est la suivante: 



(30) 



• ■ 



,_ (H)' 
'^ 0+.i*)", 



qui entraine celloKn: 



dZ "~ (¥)* 



• f 



On obtient donc facilement les /? , A , 17', les X, Y , {Hy étant connus. 
Si Ton établit les expressions 

P =s fÅQ + /il cog (O + /Å^ cos 201 + • • • > 
ö = y^ 8ina> 4- i*, sin 2ö> + . . . , 

on aura, vu que les fonctions P et Q sont aoumises a la condition 
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leg relations smyantes:- 

etc. 

Il 8'en8uit de lä que parmi les coefficients /i et y il n'y a aucun 
qui surpasse la limite y/i^ et que, si.plusieurs de ces coefficients ne 
sont pas tres petits, chacun d'eux est sensiblement inférieur a Tunité. 
On peut fixer, par cette circonstance, le point de départ des approxima- 
tions successives. 

Ayant ainsi indiqué les resultats qu'on peut, sans trop de peine, ob- 
tenir en utilisant les niéthodes indirectes, nous allons, pour intégrer Téqua- 
tion proposée, aborder Tapplication des fonctions elliptiques, ce qui nous 
fournira des méthodes plus directes. 



§ 2. Soltutan ati mayen desfoncHons élttptiqties. Premiére méthode, 

m 

I. Reprenons réquatipn (17) du paragraphe précédent, laquelle 
nous écrivons maintenant de la inaniére suivante: 

(O S + (^ -.A -|m')a= -rcos/;. 

Evideraraent, on y a négligé les termes contenus dans le symbole []; 
puis, oh a ornis, pöur abréger Técriture, les crochets autour de ^* 
'Apres avoir, dans Téquatiön ainsi établie, introduit: 

(2) ^ = öcos/", + Ä'sin/j, 

on peut déterminer les fonctions G et Hy qui restent encore a notre dis- 
position, inais qui sont toutefois soumises a la condition 

G^ + W = rj\ 
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de fa9on qu^elles deviennent indépendantes des arguments f et f^ isolés; 
la seule variable dont dépendent maintenant ces fonctions, est donc la 
dififérence 

f—fl = ^' 

Si Ton introduit Vexpression (2) dans Téquation (i), et qu'on fasse 
disparaitre les coefficients de cos/'^ et de sin/J, on aura les équations 
sui vantes: 



(3) 



^'%^2{^-a)§-^[2a-a^-p,-\p,ri^'\G = 



liv 

do* 



- 2(, - a)§ + [2^- ^« _y9, -l^,rj']H = O. 



Les fonctions Ö et i? ne dépendant que de Targument w, il est vi- 
sible que leurs secondes dérivées sont tres petites par rapport aux pre- 
miéres; il y a donc lieu a étÄblir une premiére approximation en inté- 
grant le systeme 



(4) 






Apres avoir formé les expressions approchées de G et de H, on 
développera tres facilement celles des fonctions 



Jtf = 



d'G 



dv 



t 9 



N = 






et les expressions de 6^ et de ^ s'obtiennent maintenant avec une cxactitude 
plus grande que n'offrent les resultats k tirer des équations (4)) en inté- 
grant le systeme que voici: 



(5) 



=^(' - '')^ + [2''- "' -Ä -\^^'Y = ^ r + ^. 



2(. 



dv 
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Maintenant, si Ton faitt 



(6) 



^ = 



4 2ff — <r' — /?, 



A 



+ 



.'/ 



I — a 



et qa'on observe la relation 






' dv I — a dv 



on deduit des équations précédentes: 



(7) 



dv 






=._^Ä+ MH—NG, 

dG , ,,da , ,rdH 

= — r— + -^— + -^ 



dv 



dv 



do 



équations dans lesquelles on a admis, pour abréger, Ift nototion 

A _ o 



L'intégrale de U seconde des équations (7) s'obti6Dt irainédiatemept. 
En désignant la conitante d'intégration par; 

4 2<7— <7V— Äl' 






e^ étant une arbitraire, ou bien par: 



ro + ll/?^" 



oii Von a employé la notation 



(8) 



4 2<y — ^' — /9, 
3 Ä 



e^ = 

^0 — 



I (T 



on aura: 



(9) 



tI/^(^' 



y*) — r^o = — r^ + 



/[«^-?+^^> 



^0(a mathåmaiiea. IS. Imprimé le 2 arril 1891. 
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Je préfére de gärder Téquation (9) sous la forme précédente, bien 
qu*on puisse Técrire ainsi: 



T6^^'- 



:>3 



3. ^ ^\{dGy , (dB 



\\{dGy , (duy 



En vertu des notations que je viens d employer, la relation entré tj^ 
et y s^exprinie au nioyen de la formule suivante: 






1 — (7 



(y + <J); 



et si l'on pose: 



y + ^ == ^ 



on aura: 



(10) 






Cela étanty supposons: 



M= N=o 



et formons la somme des carrés de la premiére des équations (7) et de 
réquation (9); dans Téquation résultante, reinpla9ons y par z — å^ et 
éliminons tj^ k Taide de Téquation (10). Nous aurons: 



(") 



( 



dzV 



l^. + lrP'o^-[W^o + l^'o-]. 



+ 1^/5'^^'-^/*'^ 



5-3 



64 



256 



Le resultat que nous venons de trouver s*obtient aussi de la ma- 
niére suivante: 

En diflférentiant la premiére des équations (7), apres y avoir in- 
troduit z au lieu de y, nous aurons: 



d^ 
dv* 



_ dH d(MH—NO) . 
^dv "^ dv ' 



mais la premiére des équations (5) nous donne: 
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ou bien: 



/^=yi^-^)G= 



i f 



dv 



+ - 



I M 



2 I — <7 • 2 1 — (7 



En y introduisant la valeur de j^G tirée de Téquation (9), Texpres- 



sion de -j- devient 
av 



rj-f-i^'-^ 



r«. + 76/^^(^ 



.)+/ 



av dv j 



2 1 — (T 2 \ — a 



Maintenanty si nous adoptons la notation 



(12) w=-y{z-d) 



M 



dG 
dv 



' dv } 2 \ — a 



d(MH — NO) 
dv 



Téquation du second ordre devient: 



(»3) 



dv 



'-^ = l[T^AlrK']-[lr^o -^l^i 



+ ^-^3'dz* 
' 264" 



TTs/^'^' -i- ^'' 



Si, dans cette équation, nous faisons W = o, nous retrouverons, en Tinté- 
grant, Téquation (11), pourvu que Tarbitraire introduite par 1'intégration 
ait la valeur zéro. Mais nous pouvons nous servir de Téquation (13) 
afin d'avoir Texpression compléte de z au moyen des approximations suc- 
cessives, en supposant dans la premiére approximation W--o. A Taide 
de la valeur approchée de z que nous désignerons par z^^ on formera 
Texpression de la fonction W^ qui servira comme valeur approchée de W. 
En désignant par Az la correction ä ajouter ä z^ pour avoir Tex- 
pression compléte de z^ on aura une valeur approchée de Az en intégrant 
Téquation 



(14) 



d\A9 
dv 



- + [><> + l^'^''-¥4^''^o + ^s^'^i\^' 



27 



- i^/^'t- ^ + 'o^^'" - ik^'^'* + ^' 
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apres y a voir remplacé la fonction W par W^ et supprirné . le» tetmes 
dépendant de Az^ et Ajs^. 

Ayant obtenu, de la maniére indiquée, une valeur préliminaire de 
AZy on cherchera de nouveau la fonction W, et on aura, en utilisant 
toujours réquation (14), un resultat plus approché que le précédent. En 
continuant ces procédés, on parvient ä une expression de Ais dont l'exacti- 
tude sera tres grande. 

Il 8'agit maintenant de trouver Tintégrale de Téquation (14), la partie 
a droite étant supposée tout connue. Nous allons montrer, dans le numéro 
suivant, qu'une équation linéaire de la forme dont il slagit s^intégre ri- 
goureusement au moyen des fonctions connues. 

2. Supposons qu'on connaisse Tintégrale de Téquation 
(flt) ^,= A,+ Å,y + A,y^ + . . . + A,y\ 

En désignant cette intégrale par 

a et 6 étant les arbitraires d'intégration, noyö admettons que ses dérivées 
partielies par rapport ä a et å ft restent holomorphes, les valeurs.de a 
et de b étant comprieeB entré des limites déterminéesv 
Maintenanty m Ton pose: 

a = a^ + a, 6 = /v + Py 
et qu'on désigne par 

la valeur de ¥ co^^esJ)Ottdant aux ValeHrs spéciftles a^ tt b^y la fotiction 
T B^exprimerå au Ynöyen dé la série infinie dont leg {)feinrer8 tewiwftfe 
sont ceux-ci: 

En portant ce développement dans Téquation proposée, nous aurons, en 
égalant ä ^^éro les coefficients de a et de ^, 



NouvelleB reoheroheH sur les sévitn vniploy^ dans les théories des pUnélea. 101 



d 



2- - O 



i^ = [^, + 2A,Y, + 3A,Yl + . . . + „A,Yrf^, 



dY 

et une autre équation en -r-^ tout ä fait semblable. Donc, la fonction 
T étant l'intégrale de Téquation (a), Tintégrale de Téquation 

09) £i=- K + 2i4,r+ 3^,r + ... + nA,Y''-']^ 

s'expriiDe au moyen de la formule 

(r) » = ''.'i + ('-w ■ 

Cj et Cj étant les deux arbitraires. 

Voici quelques applications du théoréme que nous venons d*établir; 
nous y admettons d'abord n = 3 et 

Soient; en faisant dans notre premier exemple la distinction entré trois 
cas difiPérentSy 

O Ä, ==-(1 +Ä»); A, = 2k\ 

2) A, ^2k'^i; A, 2k\ 

3) . ^j = 2 — Ä:*; J^ = — 2, 

oik Ton a défiigné par k^ une constante prise ä volonté. Une premiére 
intégrale de Téquation (a) s^obtenant immédiatement, lee resultats s'écrivent9 
^ Ton choisit les arbitraires convenablement, ainsi: 



(S) '='-*■+(=*'- ')»'-*'»*, 
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La seconde integration nous donne, en désignant par x^ Tarbitraire, qui 
reste la méme dans tous les trois cas, « 

¥=sn{x + x^), 
Y = cn{x -f- x^), 
y =dn(rz; + x^). 

Maintenant, si Ton porte ces valeurs dans Téquation (^), il en résulte 
les trois équations suivantes^ dans lesquelles on a mis x au lieu de a; + ^o * 

g=[2.3Ä'8na;'-(i +k*)]y, 



d'y 



dx 



i = [2. SÄ^sna;' — i — 4^']y, 



et, en vertu de la formule (/-), on en trouve les intégrales particuliéres: 

y = ena; dnaj, 
y = — sno; dnn?, 



y 



— k^ sn o; en o; . 



Il serait facile d'obtenir, en diflférentiant par rapport a Tautre arbi- 
traire, ou bien par rapport au module, les autres intégrales particuliéres; 
cependant, le calcul qui s'y rapporte, et qui s appuyerait sur les formules 
connues de M. Hermite, n'étant pas d'intérét direct pour nos recherebes, 
nous nous dispensons de le donner. 

On a donc retrouvé les intégrales connues de Téquation de Lame, 
pour des valeurs particuliéres des arbitraires qu elle contient. 

Examinons maintenant le cas ou Ton a: 

Y^ v(i — sna?) 
I — p sn » 

u et p étant des coefficients constants dont les valeurs absolues sont plus 
petites que Tunité. 
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En supposant Tune des arbitraires d'intégration comprise dans la 
variable x on aurait: 

dY v(i — |})cna5dua5 

da (i — p&nxy 

Donc, cette expression est aussi une intégrale particuliére de Téquation 



d'y 



dx 






les coefficients A^jA^^Ä^y A^ de méme que Tarbitraire A introduite 
par rintégration de Téquation (a) ayant des valeurs telles que Texpres- 
sion hypothétique que nous avons donnée a Y soit une intégrale de 
l'équation 

-i (ä) '= ^ + ^»y + i "^y + 3- ^.y' + -4 ^y- 

Cela étant, au lieu de chercher Tautre intégrale particuliére au 
moyen d'une diflférentiation partielle il vaut mieux la déduire moyen- 
nant la formule bien connue: 



rdz 



dx 



dans laquelle on doit maintenant porter la valeur 



y = i £1 



Il résulte de la: 



v(i — p)cna5 dn 

'y, = — 



(i — p sn a?) 



ln« /* (i — p&nxydx 
^~~J Al —pycnx^dnx' 



Cette formule n'étant pas encore mise sous une forme propre ä Tusage, 
il faut la transformer d*une maniére convenable. Dans ce but nous nous 
rappelons les relations 
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d'ou Ton tire: 



cna;'dn»* 



.'t 



ena; 



.'« 





I 


k* I 






k" 


ena;' 


Ä"dna!' 


j 








k*K ** 


H\{x) 


K 


— B — 


ff.(«) 




K 

i 


, ö;(.) 


dx 





dn«' 



K 



dx 



en z* du »* 



i 

V* 



K — E — k*K 



dx 



* K 



Mais, puisqu'on a: 



H[{x) ^ e[{x) 
H,(x) e,{x) 



k'* sn X 
caxånx^ 



k' 



9[(x) 
dx 



la formule précédente 8'écrit ainsi: 



cnaj' dna;* 



'4 



; + 



i' sna; 
en a; dn o; 
dx 







rf *'<*) 


(« 


4- i') 


cla; 



ou Ton a désigné par I la constante 



(I 



fe») g -(I +A-.')g 3 ;r ,, 



-;*'-i** 



En vertu de ces formules on trouverait facilement Texpression de y, 
sous la forme d'une serie trigonométrique convergente pour toutes les 
valeurs reelles de Xy ä laquelle se trouve ajouté un terme de la forme 

^ ^ en o; dn a; 

(I— ^snaj)** 

h étant une constante. 

Le calcul serait presque tout ä fait identique avec celui dont nous 
avons fait Texposé dans les lignes précédentes, si nous avions supposé: 



r = 



v(t — ena?) 
I — p en a; 
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Les formules y relatives s'obtiennent aussi des précédentes au moyen 
d^Une transformation des fonctions elliptiques qui y entrent; mais puisque 
les nouvelles expressions nous seront utiles dans ce qui suit, je vais les 
déduire directement avec quelques détails. 

Il 8'agit d^abord de donner ä la fonction 

u{i — p)8nxdiix r (i — jpcnxydx 

^^ ' (i — j)QJixy J p\i -~j?)*8n«*dna;* 

une forme convenable. 

En vertu des relations 



ou bien: 



on aura: 



sn 05* dn x' sn «* dn ac* ' 

dn «» ~ fe'* K "*■ fc" dx ' 

I K—E g.C») 

snaj' K dx 



j en» ^ B[{x) 

I K — E snasdn* Ö,(a!) 

&nx^ K dx dx 



. ena? , 0'i{x) 

k"K + (k* — V')E Bn« dna; , fe' — fe" 6,(x) 

"T 



snajMna;' k'*K dx ' fe'* dx 

En portant cette valeur dans Texpression précédente de y,, il faut 
avoip égard aux relations 

, ena; 
a 




/ x4 snajdnaj , cnaj ^ .^ r . vj, 

{i^pcx\xy——r rf^=r— T— (i--i>cnir)*-4i)jcnrr(i-pcnaj)yir, 




d 



dx sn X dn x 



(i —pcxixY — i^^-^dx =(i — jpcnrr)^ ^ ; ; 



— 4» / snirdna;(i — pcnxY ^ , [ dx. 



.Uf mathtm^tie: 1.1. Imprlmé 1» 8 aTril 1891. 14 
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et il est maintenant facile de voir que la fonction y^ 8*exprime au inoyen 
de la formule 

h étant une constante et ^ une serie de la forme 

f,{x) = A, + A, co8:^a; + A, cos 2 ^x + . . . , 



2K ' » 2fi: 



tandis que l'expression 






donne le développement que voici: 



f^{x) = ;, sin ^x + Z, sin 2 ^a; + . . . 



Cela étant, nous allons considérer l'équation 



(^5) di". 






LMntégrale générale 8*écrit immédiateinent comme suit: 

y = fÅ^)\o^ -j{hxax) + ax)\ wdx\ 

mais cette forme n'est pas convenable äux applications^ vu qu*elle ren- 
ferme des termes contenant la variable hors des signes trigonométriques. 
Or nous ferons voir que ces termes se détruisent. 

En eflfet, si nous ne considérons- que les termes donf il s'agit, ä 
sa voir: 

— hf^{x)fxf^{x)Wdx + hxf,{x)ff^{x)WdXy 

m 

et que nous remarquions la relation 

fxf^{x)Wdx = xff^{x)Wdx —fdxff^{x)Wdx, 
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Texpression de y sera donnée aii inoyen de la fofitiule suivante: 

(i6) y = CJ,{x) + C\[hxf,{x) + f,{x)] 

-U{^)Ja^)Wdx + n{x)ff,{x)Wdx 

+ hf^{x)fdxff,{x)Wdx. 

Dan8 les applications que nous allons faire de la formule (15), les 

arbitraires Cj et C7,. sont surabondantes, de sorte qu'on peut les dé- 

terminer de maniére a rendre le resultat aussi simple que possible. On 

met donc d'abord 

Cj = o. 

La fonction W étant donnée par la serie 

^ 4- Aj cos^o; + A, cos 2 ^^x + .. .y 
elle entralnera évidemment, dans Texpression de y, un terme de la forme 

mais Tarbitfaire C^ étant encore a notre disposition, nous la déterminerons 
de maniére a faire disparaltre les termes de la forme indiquée, et nous 
aurons finalement un resultat qui ne contient qu'un terme constant et 
des termes purement périodiques. 

3. Reprenons Téquation (11), apres y avoir introduit les notations 
<JU€ voici: 

1- = ^$] dv=^^dxy 

e et fÅ étant deux constäntes, la premiére d'un ordre impair par rapport 
aux excentricités ou aux inclinaisons, la seconde étant encore a notre 
disposition. 

Nous aurons d'abord: 



(£)■=/••' f [t^,+1-.*]-K +f «.]^ + 4^''-' 



3 
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expression qui se transforme eii celle-ci: 

('7) (|)*=/«Mc--^)(r«+r.^ + A 

81 Ton désigne par c la racine reelle de l'équation 

(,8) ." - 4oV + [40- + ^£.,]. = f e[^+ 3e,d], 

ou bien, dans le cas de trois racines reelles, celle qui disparait avec s. 
Evidemment, les constantes jTo ^t /-^ qui entrent dans Téquation (17) 
doivent satisfaire aux trois conditions sui vantes: 



(■9) 



ro + Q-i = — [4^* + j e^o], 



Mais CCS conditions ne sont pas, cependant, indépendantes entré elles, vu 
qu'on peut toujours déduire I'une .d'elles des deux autres, en ayant égard 
ä Téquation 

(18') c»-4Äj' + [4<?'+fee.]c=^6[^+3eo4 

• 

En eflfet, si Ton ajoute, apres avoir multiplié la deuxiéme des équa- 
tions (19) par c, et la troisiéme par c', la somme de ces produits ä la 
premiére des dites équations, on retonibe dans Téquation (18'). 

Arrétons-nous un moment pour examiner la nature numérique de 
la quantité c. Dans ce but, observons que, dans les cas ordinaires, å est 
une quantité positive ou negative de Tordre zéro par rapport aux masses 
troublantes et par rapport aux excentricités ou aux inclinaisons, mais 
qu'elle peut, dans des cas peu fréquents, devenir tres petite. 

Si å est une quantité de Tordre zéro, la valeur de c se développera 
en une serie dont le ter me le plus sensible sera: 



«=«" 



'(t^.+ >'■') 



9 ^;^^ . 32 ^^ 

40 +Y^^o 
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Gommc e, ainsi que e^j est toujours u»e constante positive, la valeur de 
c, tirée de la formule indiquée, est évideminent une quantitc de Tordre 
de ee ou de se^. Mais cette valeur peut étre positive ou negative; elle 
peut inéme devenir nulle, ee qui exigerait que la valeur de d satisfasse 
ä la condition 

"^ + Se.å = o. 



I — a 



Si d était positif, la valeur de c serait toujours positive. 
Dans le oas d'une tres petite valeur de åj posons: 
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2^1 = -14^ "*■ ^^'^J "^ '^^'^ 



2 



ce qui nous donne, au lieu de Téquation (18'): 

dont on obtient la seule racine reelle par la formule 



c = Ve» + vej + e» + Ve» — v^ej + ej. 

Par ce resultat, on serait porté ä croire que deux racines de Téqua- 
tion (18) fussent toujours imaginaires, mais une telle conclusion serait 
prématurée. Certes, si la valeur de å était tellement petite qu'on obtint, 
en utilisant les formules données ci-dessus, les valeurs de s^ et de c au 
moyen d'approximations successives, Téquation (18) ne permettrait qu'une 
seule solution reelle. Mais, si au contraire la valeur absolue de å excédait 
une certaine limits, on pourrait retomber sur le oas irréductible. 

Cherchons a limiter, avec un peu de détails, les diflférents cas qui 
peuvent se produire dans la nature des racines de Téquation (18). 

Dans ce but, posons: 
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oe qui nous doriney si nous adinettons les notations 



(20) 



8 ^3 , 32 ^ , 128 e* 



au lieu de Téquation (18), celle-ci: 

(21) C^ — ia^C=2a^. 

L'équation que nous venons de trouver admet trois racines reelles, 
autant que la condition 

— aj + a J < o 

substiste; dans le cas oii vaut le signe supérieur, deux racines sont égales. 
En considérant les valeurs de a^ et de a,, nous aurons facilement: 

^ * * 9-9.9 I — ^ I — (T (i — ay * "^ " 

Done, si nous posons; 

(22) F <y»_iej(i— «r)<?'+ i2ec,<J+ 24^+^(1 -^)eej, 

les conditions sous lesquelles Téquation (18) n'adinet qu'une seule racine 
reelle, qu'elle en admet trois dont deux sont égales, et enfin qu'elle a trois 
racines reelles et inégales, s'expriment ainsi: 

F>o; F=o; F < o. 

On voit facilement que le signe de F est le méme que celui de 
— dj SI cette quantité a une valeur numérique sufiisamment considérable. 
Par contre, si d était tres petit, le signe de F ne dépendrait pas unique- 
ment de celui de åj inais aussi d'autres conditions, que nous allons mettre 
en lumiére. 

D'abord, pour rendre nos expressions plus simples, posons: 

• 

d = el{i—(r)k; e = el{i — trYs, 
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ce qui nous donne: 

a, =^eS(i— «r)'(— A»+ 12XS + aSs"), 

I 

Etablissons d'abord les conditions sous lesquelles toutes les trois ra- 
cines soient égales entré elles. Avant tout, Téquation 

(23) Å' + i A'— I2A5 — y S— 24Ä* = O 

doit* étre satisfaite. Mais, comme il est visible immédiatement dé Téqua- 
tion (21), les trois racines égales satisfaisant å cette équation ne peuvent 
avoir d'autres valeurs que zéro, ce qui entralne les conditions 

a, =0; a, = o, 
ou bien '' 



• 



A' — 8s = ö; A'— I2A» — 48S» = o. 
En éliminant 8 de ces équations^ on aura réquation finale 

fA* + r = o, 

d'oii Ton obtient trois racines égales a zéro, et la quatriéme égale ä 

2 • 

. Trois des valeurs correspondantes de s seront nuUes, mais la quatri- 

éme devient -^. Or, on se convaincra facilement que Téquation (23) 

sera satisfaite par les valeurs 

) 2 __ I 

Mais ce qui est le plus essentiel dans la recherche présente, c'est de 
déterminer les couples de valeurs de A et de 5 qui satisfassent a Téquation 
(23), c' est a dire de fixer les conditions sous lesquelles Téquation (21) 
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adinette deux racines égales. Nous supposons que le parainctre s ait uiie 
valeur quelconque positive entré o et Sy S étant donné par la comparaison 



S^\. 

el 



Supposons d'abord que Téquation (23) n'admette qu*une seule racine 
reelle, cette racine sera évidemment positive. Désignons-la par A^. . 

Cela étant, les racines de Téquation (21), dont nous supposons deux 
égales entré elles, s*obtenant au moyen des formules 

nous aurons immédiatement cclles de Téquation (18). Désignons-Ies par 
c,Cj,c,, et introduisons la valeur du coefticient a^, apres y avoir rem- 
placé A par A^. Cependant, la valeur que nous avons donnée précé3em- 
ment se renipla9ant par la suivante: 

toutes les fois que Téquation (23) subsiste, nous emploierons cette demiére 
forme. Enfin, puisque a^ reste toujours positif, a Texception des cas d'une 
valeur tres petite de 5, nous aurons: 



c = c, =^el{i —a) 



^0 + V^^o— Y^+ 24^' 



Mais Téquation (23) peut aussi admettre trois racines reelles; dé- 
terminons la valeur de s qui rende deux de ces racines égales. 
Pour y arriver, posons: 

ce^.qui conduit ä Téquation que voici: 



{^■) 



r - iUs + ^^\S ^ ^[y^s- + Is - ^^] 
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Si 3 disparatty on tive iminédiateinent de cette équation les racines: 



3' 



auxquelles correspondent : 



A) — ö' ^1 — ^ — ^* 



2 



Cherchoiis maintenant ä fixer les conditions auxquelles doit satisfaire 
le paramétre s pour rendre reelles les trois racines de réquation (23'). 
Dans ce but, formons Fexpression 

Effectuant les calculs, il en resultera: 



G « «(i44«' — 24S» + p — Ji] 

(«-Ä)' 



= 144S s 



doii Ton conclut que les valeurs de s entré o et -^ donnent naissance 

ä trois racines reelles de Téquation dont il slagit. De ces racines, deux 
sont égales, non seulement si s s'évanouit, mais aussi lorsque s est egal 

a -^. En adoptant cette valeur de 5, nous aurons: 






d*ou Ton tire: 



fi =^t = —h ^» = ^ 



ce qui entralne les valeurs de X que voici: 

Si Féquation (23) admettait trois racines reelles, nous aurions trois 

Aeta maihåmaHea. 15. Imprlmé U 9 aTrll 1891. I5 
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valeurs différentes de la quantité 3^ deux negatives et une positive, qui 
rendraient égales deux des racines de Féquation (21). Designens ces 
valeurs de d par d^ , å^ et d^j de sorte que: 

Si, au contraire, la valeur de d surpassait --, Téquation (23) n'ad- 

18 

mettrait qu'une seule racine reelle, laquelle s'exprimerait au moyen de 
la formule 



^ = --6+V^^^^'+^-^6+^^V^K^-l^f 



+ ^l2s'+^-S-^-l2^-s(s—^ 



8 



On voit par lä que, dans le cas d'une grande valeur de s , X est une 
quantité du méme ordre que s^ . Il en résulte, si Ton suppose: 



_ I 

s o_-j 

el 



la comparaison 



Aöil, 



Co 

ce qui entralne: 

Si la valeur effective de d était si grande qu'elle ne fiit pas com- 
patible avec la comparaison précédente, il n'y aurait pas lieu de eraindre 
que réquation (18) eilt de racines égales, ce qui rendrait moins eommode 
Fapplication de la méthode dont il s*agit raaintenant. 

Maintenant, si $ est tellement petit que Téquation (23) admet trois 
racines reelles, le resultat de noö recherches s'exprimera briévement ainsi: 

Si la valeur effective de d est plus grande que d^y ou qu'elle 
tombe entré å^ et d^y Téquation (18) admet trois racines reelles; mais si: 
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ou bien si . 

elle n'admet qu'une seule racine reelle. 

Dans les cas spéciaux que nous »avons envisagés précédemment, les 
valeurs de d sont les siiivantes: 

a) s = o, 

åo = —^elii — a); d, = d, = o, 

b) 5=-^, 

å, = <?, = %2(i — o); å, =lel{i — <t). 

Les racines de l'équation (i8) qui correspondent aux valeurs indiquées 
de å, s'obtiennent aisément; on les trouve ci-dessous: 

I'" cas. 



^0 = 



^ej(i— <t); e-o; a, = — QeJ(i — «t)J , 
c — o; c, = (?, = — ej(i — &). 



ir*"* cas. 
<?,=<?,= o; e = o, 



c = Cj = Cj = o. 



IIF"* cas. 



<?, = <?, = — ^•2o(^ —^)' « = l^^C' — ^Y' «i = o. 



c = c, == c, = — -c;(i — »•)• 

IV'*"" cas. 



o\ = |e2(i — &> ^ = 1^^0(1 — 't)'; «. = {\ el{i — c)) 



\ s 



16 



<^o = c, = ^c2(i — ''); ^» = ^«2(i — «•)• 
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Apres ces considérations, revenons ä Téquation (17). 
En posant: 

ro + Tx^ + ^' = (^ — c,){z — cj, 

110U6 auronSy en vertu des equations (19), les ^xpreflmons; 



Cj = w + Wy'— I, 



c, = m Wy'— I, 



oii Ton a employé les notations 



(24) 



2 ' 



n' = _2eyc+^c'+^e6„ 



ou bien: 



(24') 



tn 



= 2e»(i — <t)A — ^c, 



»' = 



32 



4 3 



— ^)V 



Ayant exprimé ainsi les racines de l'équation (18) par m et w, il faut 
que la quantité n disparaisse dans les quatre cas que nous avons envisagés 
précédemment. En eflfectuant le calcul on a évidemment, par les våleurs 
données plus haut, satisfait.ä cette condition. 

Avant de terminer ces féflexions sur la nature des racines de Téqua- 
tion (18), faisons la remarque que, dans le cas d'une valeur negative de 
c, on peut changer les signes de c , c^ , c^ et de z sans altérer Téquation 
(17); nous sommes donc autorisés a adrnettre que, dans la dite équation, 
la valeur de c soit toujours positive. 

4. Si dans Téquation (17), qui s'écrit ainsi: 



(|)=/.M<^^*-'«)' + n 



on met: 



(25) 



z = 



v(i — cos^) 
I — ^ cosd 
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y et j> étant deux constantes ä Qotre dispositioi], et é une fonction de 
Xy OD aura d'abord: 

dz y(i — p)8mi^d9 
dx (l —-p C08 #>)' dx ' 

c — v + (v — pc) cos 9 

C — z = — ^ ^ , 

I — p cos a 

(. - m) ' + n' - (.■_^^^); . 

011 Ton a eraployé tes notations que voici: 



(26) 



Bq = y* — 2um + w' + n' = (m — uY + n*, 
J?i = — 2j;* + 2j;m(i + p) - 



2w'p — 2n*p, 



jB, = p^ — 2pmp + (m* + n*)!?' = (pw — pY + n^p*. 



Pour arriver immédiatement a la forme canonique des intégrales 
elliptiquesy il faut que nous déterminions les constantes v et p de ma- 
niére a satisfaire aux conditions suivantes: 



(2 7) 



u — pc = c P, 

v^ — vm{i + p) + {fn^ + n^)p = o, 



dont la seconde s'écrit ainsi: 



(2 70 



(y — m)(y — mp) = — w^^;. 



Il résuite de lä: 



(28) 



V--3(|+P) 



et: 



g^_i')(, +pY-{^^' + n')p 



o. 



En posant encore: 



(29). 



2(m* + n*) 
c(c — 2m) 
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réquation précédente prend la forme^ 

{p + ly + 2rp = o, 
d'oii Ton tire: 

■ (30) P = — I — r + yj(l +r)'-l . 

La constante /n étant encore a notre disposition, nous la déterminerons 
de maniére a rendre les formules résultantes aussi simples que possible, 
ce qui arrivera, si nous posons: 

' f-,^\ , v(l-p)* 2V(1— p) I— i>' .- 

^^ ^ ^ (c - v){B, + B.) c{B, + B,) B, + B,' 

puis nous admettons la notation 



(32) k^ = 



5o + ö.' 



et nous aurons, pour déterininer la fonction tf, l'équation 

(33) ;^=v/!-^*8in*% 

d'ou il résulte iinmédiatement: 

(33') ^ = am(a; — rrj, mod. År, 

Xq étant la constante d'intégration. 

Nous sommes ainsi arrivés ä la solution de notre probléme, du moins 
quant a la forrae. Mais il nous reste d'examiner les propriétés numé- 
riques des constantes qui entrent dans nos formules, en premier lieu les 
limites du paramétre p et celles du module k. 

En supposant que la quantité r varie entré + co et — co, il est aisé 
de voir que le paramétre p acquiert des valeurs imaginaires^ toutes les 
fois que la valeur de r tombe entré o et — 2. Mais hors de ces limites, 
chaque valeur de r donne une valeur reelle de p n'excédant pas Tunité. 
On peut la trouver moyennant le développement que voici: 

II II 

P = — 



2 i + r 8(1 + r)* 



• • • 
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On voit immédiateinent que les valeurs de p sont toutes comprises 
entré — i et + i, inais puisque r ne devient jainais nul, ce que nous 
allons montrer tout de suite, le parainétre p ne s'approche pas trop de 
Tunité negative. 

On conclut facilement des équations (24) les relations sui vantes: 



f,«' + n' = (2o^-c)'+^ee., 



(34) 

C — 2m = — 2(2^? — c), 

d'oii Ton voit que la somme m^ + n' ne peut pas disparaltre, a raoins 
que le coefficient e ne soit nul. On aura d'äilleurs, en vertu de Téqua- 
tion (29), la formule 

*^35; ^ c 3 c{2d—cy 

d'ou il est visible que les deux termes formant r ne se détruisent pas. 

En se rappelant que d est, dans les oas ordinaires, une quantité de 

lordre zéro, et que c est toujours tres petit, il est aisé de voir que r 

sera généralement tres grand. On peut donc mettre approximativement: 



2å 

I +r= — — , 



ou bien: 



I c 



Le coefficient p étant tres petit dans les cas que nous considérons 
maintenant, nous Tomettons auprés de Tunité, ce qui nous donne, toujours 
approximativement: 



c 



ni — j; = 2(? — c; 



et ensuite, vu que Téquation (27') nous donne: 



j; — nw = — j 

ra — v 
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il réiTuttera: 



• n*p 



*~i' = i#=7' 



I c • n* 



4^2^ — c 

Les valeurs des eoefflcients B^ et JB, s'exprim»it maintenant par les 
formules suivantes: 

B. =(2^ — c)V+n', 



^« ""lö*?*!.^ "^(2<J— C)»J*'' 



lesquelles entrainent la valeur de A; que voici: 






/ I c» I c' n' \ ' 

(25 -c)' + ^. + _ - + ^- ^^^-^.)n« 



expreAsioQ qui, gi on néglige toujoura c auprés de J^ prend la forme 
suivante tres simple 



.3 I C fl 



ou bien, en y introduisant la valeur de w^, 

c»(-2.c4-fe..) 

Avec le mérae degré d'approximation que nous avons .garde dans 1« 
formule précédente, on aura la valeur de fi en vertu de Texpression: 



et puisqiie on a: 

eh = — ^ dx. 

3 ^ 
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la relation entre les variables indépendantes v et x s'écrit ainsi: 

d'ou il est facile de conclure que la différence a — c> que nous dé- 
signerons par c^ s'exprime par la formule: 



(36) '^=8-'^^^^" 

Le module k est évideinment iine quawtité du troisiéine ordre par 
rapport aux excentricités, pourvu que e soit du premier ordre. Mais il 
faut toutefois se rappeler que n' prend aussi des valcurs negatives, ce 
qui entraine des valeurs imaginaires de k. Par une transformation bien 
connue on obtient dans un tel oas, a savoir si li^ est négatif, 

et 

, . dn k'x — en k'x , . A* 

(37) ^ = '^ dnA-'.-^>cn//. ' mod. ==., ^. 

On retrouve aisément cette formule d'une maniére directe. En effet, 
si nous mettons: 

008^ 

y/i+^sinv'» • 



C08# = 



8in * = , — ^ — Pin ^>, 

yi+^ sill v'" 



nous aurons par différentiation : 

I + |i sin v'-' 

O - 
Aeta wuUluwuttUm. IS. Imprlmé le 11 arril 18»1. i,> 
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ce qui nous donne: 

Donc, en posant: 



(38) 






'2 



» 



et en observant qu'on a: 

il résulte: 

k 
(!) = am k'x. mod = i 7-, > 

la constante x^ étant supposéé cornprise en x, 

Ayant ainsi déterminé Tamplitude ^, on aura iinmédiatement, en vertu 
de réquation (25), le resultat que nous avons déjä exprimé par Téqua- 
tion (37). 

5. Toutes les fois que le coefficient p n'est plus une quantité petite, 
les considérations sur les valeurs de A et de /£ aboutissent a changer no- 
tablement le caractére des resultats que nous avons obtenus précédernment. 

Déja dans le numéro précédent nous avons fait ressortir que les va- 
leurs reelles de p tombent toujours éntre +1 et — i. Puis, nous avons 
vu que les hypothéses r = — 2 etr = o entrainent les dites valeurs de 
jP, mais que de chaque . valeur de r entré — 2 et o découle un resultat 
imaginaire relativement ä p. Il nous reste donc a déterininer les limites 
de la quantité r, considerée comnie fonction de ^, c , s et e^,, ou bien des 
trois racines c , Cj et c^. 

Dans ce but reprenons la formule (2g). En y introduisant: 

m^ + M^ = c^c^, 
et 

c{c — 2m) =^ c{c — c, — cj, 
nous aurons: 

(35') ^• = e(c-c;-c.) ' 
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ou il faut observer que le produit c^r^ est toujours positif. En posant 
pour un moment: 



Texpression précédente s^écrit ainsi: 



et on en ti re: 



c 


= a; 


c 


1 


fi> 


it ainsi: 


* 






i« 


■ 


2a;i 






/ 


— a — 


/>' 




a,- 




2,?(I - 


A 




da 


(i 


— a - 


-fly 


t » 


dr 




2a(l — 


■a) 





3/? (I -«-/?r 

Les valeurs de a et de /9 qui rendent r minimum 8'obtiennent 
maintenant en résolvant les équations 

a(i — a) = o. 
On les satisfait par: 

a = o; /9 = o, 

ou bien par: 

a = I ; p = i. 

La premiére solution nous donne: 

r = o 
et la seconde: 

r = — 2. 

On peut d'une autre maniére mettre en évidence le resultat que nous 
venons de signaler. Il est visible, par la symétrie, qu'on a: 

a =y9. 

En portant cette valeur dans Texpression de r, on aura: 

2ot'' + 2ra = r, 
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d'ou il résulte: 



2 — V 4 ' 2 

Si Ton admet: 

r = o, 

la valeur de a sera nuUe, et si Ton fait: 

r = — 2, 

nous aurons: 

a = I. 

Mais eiicore, chaque valeur de r entré o et — 2 nous conduit a un 
resultat imaginaire relativement a a. Done, les valeurs de r 8'étondent 
de — CO a — 2, et de o jusqu'ä + co. 

Il est facile de voir qu'on retornbe toujours dans le cas: r = — 2, 
si les deux racines c et c^ sont égales. 

Cela étant, nous allons considérer en particulier le 3**°*® cas du numéro 
3. En se rappelant les valeurs que nous avons données de dj de c et 
de £, ou bien celles des trois racines, on aura en vertu de la formule 

(35) ou (35'): 

r = — 2, 

ce qui donne: 

m 

Apres avoir trouvé le.cocfficient p^ on obtient imniédialement au 
moyen de Téquation (27'): 

{m — i^y = — n^ 
ou bien, vu qu'on a, dans le cas present, 

l'équation 

(m — 6*)* = -^ n^. 

Ensuite, on tire des équations (26) les valeurs 

B, = Ii, = o, 



Nouvolles rechorchcs sur Ics series cuiployées daos les tliéories des planetas. 125 

mais on n'obtient celle de k^ ou de — 775 quc sous la forme indéterminée: 

-. Pour déduire la vraie valeur du inodule, posons: 

p = I — A/), 
ce qui nous donne: 

B^ = {nir — v)* -f n^ = [(m — v)m + n'] A/;, 
2?, =4i^~2 [{m ~ i^)m + n'] Ap + (m' + n') Ai>^, 
= — [(m — c)m + n*] Ajp + {m^ + n^)Ap^ — mcAp^. 

Avec ces resultats on obtient tout de suite: 

k* (m — c)m + H* — (w* + w' — wc) A?^ 
Ä;'* (m — c)m + n* 

= 1 — Ap, 

ce qui montre que le module — p^ s^approche avec p de Tunité, tandis 

que k^ tend vers — cx). Mais alors la foiiction z acquiert brusquement 
une valeur constante, a savoir c, don t Texpression est 

c = — -ej(i —(t). 

En introduisant, dans Téquation (10), la valeur signalée de ;?, il 
résulte: 

it* 

Pour rendre notre exposé plus simple, écrivons P au lieu de — tt^j 

puis, désignons par L Tintégrale elliptique compléte de la premiére espéce 
correspondant au inodule /. Or, puisque nous avons: 



= f6/'V^ 



"—.dv 
P 



16^ V 2 — Ai> 
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le facteur c s'exprimera au moyen de la formule 

^^TöPjZV 2-Ap ' 
d'oii Ton conclut que c tend vers sSéro, lorsque p 8'approche de Tunité. 

6. Les substitutions que nous avons employées jusqu'ici pour mettre 

les différentielles sous la forme canonique des différentielles elliptiques, 

se rernplacent avantageusement, lorsque les trois racines sont reelles et 

tres petites, ou bien si la valeur de p est imaginaire, par d'autres, dont 

je vais communiquer quelques unes. 

En supposant: 

c <c^ < c,, 

j'écris notre différentielle ainsi: 



En posant: 

(40) 

on trouve: 



(t:) = A''^(<' — ^)(<'i — ^)(^^ — ")- 



\dx/ 



Z = 



c(l-0 



c — z = 



c^—z 



c^ — z 



C. 



i'--^) 



I--C 

c. 



4-7) 



1--C 

c. 



c c. 



c 



^ ^ 



'-C 



dz 
dx 



/ c ^ydx 
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de sorte que, si Ton choisit le coefficient /i' de maniére ä satisfaire a la 
condition 



4=A;c,(i-;-) 



et que Ton admette la notation 



Z-' ^ — ^* ^' 



c, c, — c 



notre resultat sera: 

(i)'- 4«- - oc - ''"• 

Il s*ensuit de la: 

la constante d'intégnition étiint supposée comprise en x. 

Dans le cas de deux racines égales, c est a dire si Ton a: 

la fonction z se réduit a la valeur constante c, et on trouve: 

k= i. 

Par la valeur de /i' que nous avons donnée on déduit: 

dx 3. 



expression d'ou Ton peut rétablir le resultat approché que nous avons 
signalé par la formule (36). 

En eflfet, si Ton admettait, dans Téquation (18), d tellenient grand 

qu'on piit négliger le terme —se^ par rapport a 4c?^ de sorte que fiit: 

on aurait, puisque c est moindre qu'une quantité de Tordre zéro, la 
formule approchée 

dx ^ Jlp^^ 
dv \6P 
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Gette valeur n'étant que la moitié de celle quc nous avons trouvée dans 
le numéro 4, les deux resultats paraissent se contredire l'un Tautre. 
Cependant, en considérant que la fonction Zj telle que Téquation (40) 

nous Ta donnée, se développe suivant les multiples de --j?^^y on trouvera: 

ce qui saccorde ayec la formule (36). 

Il me faut ajouter que les formules que nous venons de déduire, 
dans ce numéro, s'appliquent non seulement au oas o\x les trois racines 
de Téquation (18) sont tres petites, mais aussi töutes les fois que les racines 
dont nous avons parlé, sont reelles. 

7. En supposant toujours les trois racines reelles, on peut opérer 
la réduction a la forme canonique en utilisant la substitution^ 

(41) ^ = 7^^- 



I +C 



Il découle de la: 



dz 
dx 



c,—z = 





2c, 


r 


dC 


(I 


+ 


ry 


'dx' 


^ 


■ I 


+ 


+ V) 

>« » 

<> 


^ 




''.(1 


1 + r) 




1 


r -J_ 


rt > 



_ ^^' 



^^ — ^ - TTC* 



de sorte que, si Ton satisfait a, la condition 

4 = /iVi(c, — O, 
on aura: 
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Mftintenant, si nous reprenons la notation 






nous aurons immédiateraent: 



C=\/'-^^r^{x + x,\ 



x^ étant une arbitraire. 

En introduisant cette valeur de C dans Texpression (41), on tombera 
dans le resultat 



(41') z = 



c^c^ 



Cj -h (r, — c,)sn(^ + x^y ' 



que nous allons comparer a Téquation (40), qui peut s'écrire ainsi: 



cc. 

z = * 



c, + (éj — c)(tang am «)* 

Pour opérer le rapprochement des deux resultats, mettons le premier 
sous la forme 



c c 



Maintenant, si nous identifions x^ avec — Jf + ^^t ^^ 9^^ nous observions 
Texpression 



;.'2 = ^ ^1 ^ 



c, r, - c. 



nous aurons immédiatement notre deuxiéme resultat. 

Cependant, x^ étant une constante arbitraire, elle peut étre reelle, ce 
qui entrainera des valeurs reelles de z entré Oj et c^, Evidemment, une 
telle solution doit étre rejetée toutes les fois que c^ et c.^ acquiérent des 
valeurs de Tordre zéro, inais dans le cas ou toutes les racines sont de petites 
quantités du méme ordre, il parait possible de la mettre en usage, pourvu 
que la constante e^, qui doit étre déterminée au mo)^en des observations, 
subisse un changement convenable. 

Si Ton admettait la solution donnée par Téquation (41'), on aurait, 

Åäa malth&mfMofk. 16. Imprimé le 10 avrll 1891. 17 
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les deux racines étant égales, un cas aftymptotique, vu que Texpression 
de z renferme des exponentielles. 

Pour en faire ressortir les formules qui donnent la fonction z ren- 
ferinée entré o et c, la variable restant reelle, écrivons Téquation (41') 
de la inaniére sui vante: 



. = ^ 






En portent dans cette expression la valeur 
il en résulte: 



z =^ — * 



I + * * 



r. A' sn «* 

Maintenant, si nous faisons: 

Cj = c; Ä = I, 

il viendra: 

z = ^^ 






Telle est Texpression demandée; elle donne pour des valeurs infinies 
de Xj positives ou negatives, z = c, mais si x était nul, il en résulterait: 
z = o. 

La formule a laquelle nous sommes parvenus, 8'obtient aussi d'une 
inaniére directe. 

En eflFet, si nous posons: 

c 



Z = — r-^) 



il sera facile d'obtenir Téquation que voici: 

y.) iT*)YO. 



•:i 
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d'ou il résulte, en supposant 



ax y c. — c 



On arrive iinTnédiateinent a Tintégrale de cette équation en mettant 



C= V^^^tangf?. 

a 

En efiFet, I équation précédente se transforinant en celle-ci: 

on en conclut: 

tang^j^? = e', 

la constante d'intégration étant comprise dans le x. 
Maintenant, puisqu'on a: 

2 tång - f 
tangj^ = \ — » 



I — tång - ^* 



on trouvera: 






C 0^ 



C.. I « 



C 2 



'ix 



ce qui entralne: 



c, e' — ö~' 



Z =-= 



. + '=•-'= 



c, (e' — e-') 



c'€8t ä dire la formule que nous avons déduite plus haut. 

Nous verrons, dans ce qui suit, que la solution asyrnptotique n'ap- 
partient pas ä notre probléme; elle est due uniquenient a la inaniére 
d'aborder les approximations que nous avons adoptée dans le numero i. 
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8. Ayant ainsi, par les recherches que noua avons comiouniquées 
dans les numéros précédents, trouvé Texpression analytique de la fonc- 
tion ly^ ou bien, ce qui revient au méme, de Zy telle qu'on peut Tobtenir 
en ne considérant que les terraes indépendants des fonctions M et N, il 
nous reste ä établir les formules qui expriraent les fonctions G et H. 
Dans ce but, reprenons Téquation (9) qui nous donne la formule suivante: 

(42) • G = e,+^^\{-2d + z). 

En y portant la valeur de z tirée de la formule (25), nous aurons: 



(43) G = e. + ^ 

^^^' ® ' 16 e I — p cnic 



I — pcnaj 



Nous nous arrétons un moment a cette formule pour en tirer un 
resultat approché. 

Si d est une quantité de Vordre zéro, nous avons approximativément: 

2vd = c(? = — e.e + " - ; 

3 • 9 <? 

donc, en négligeant le terme dépendant de v', nous aurons la formule 
approchée 

^ I — ena; 4ci — en a; 

Cr = 6^ — e^ -z 

" "I — p en « 301 — ^ cii a; 

ou bien: 

^, (i — p) en a; 4 e i — en a; 

® I — pcnas 3^1 — j?cna; 

En y restituant les valeurs de ^ et de s, a savoir: 

et en om^ttant les termes dépendant de p et du module ä, Texpression 
de G devient: 

(A) G = e^ cosw ^--7r(i — cos w), 

^ ^ " 2(r — p^ ' 

ou Ton a introduit Targument w au lieu de x. 
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Siy dans la formule (42), on introduit Texpression de z^ donnée par 
Téquation (40), il en résulte: 



(44) 



G 



S -I- ,6 e c. — 



c SD.X 



— 2(? + 



cc, en X 
c, — c sn x' 



et enfin, en substituant Texpression {å,\% un aura: 



3 c. c. 



(45) ö - e, + jg W^j^ (c, -cJsnCa; + «J]» 



2<? + 



"i*^. 



c, +(<',— c, )[8n (« + «,)]• 



La fonction IT s'obtient moyennant la prcmiére des équations (7). 
En divisant par f on aura immédiatement: 



(46) 






I dz dx 



X A^ dv 



]6/fc dx 



les termes dépendant de M et de 2V étant négligés. 

Il résulte de cette expression, eu égard ä la formule (25), 



(47) 



U=-A 



3 ^(^ — p) sna; dn.c 
16 fjie (I — p ena?)' 



Pour avoir une expression approchée de i?, de mérae jiature qiie la 
formule (A), rappelons-nous que le coeiBFicient p s^exprime approximative- 

ment par — ^, la valeur de d étant assez grande. De la il 8'ensuit: 



c8 16 



64 e 



fjLB e 3 ^' "^ 9 ^' 



de sorte que nous aurons: 



(B) 



H = — (e^ H ^—-^] sinw;. 



Ensuite, de la formule (46), en y introduisant Kexpression (40), 
découle la relation: 



(48) 



xr 3 C C- — C 2 sn o; cn a; dn a; 

H = ^ --^ — 



16 c, //£ 



(.-isn.') 



i> 
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et la formule (41') conduit au resultat suivant: 

„ 3 c c, — c, 2 sn (« + leJ en (« + »,) dn {x + «,) 
(49) ^ = T67. 



lie 



(i + ^?-^ sn (« + *.)• v 



Dans les deux formules (48) et (49),- on peut finalement remplacer 
le facteur - par: 



2 yjc^^c^ — c). 

La valeur approchée du coefficieut c s^obtient aisément au moyen 
de la formule 

c = yå. 

En y introduisant Texpression de dy nous obtenons: 



C = (T — C = - 



I2<r — tf' — ^, 3 Ji^el 



2 I — <T 81 — & 

Mais puisque nous avons négligé les fonctions 3f et Ny nous ne somines 
pas autorisés a attendre du calcul que nous venons d'achever un resultat 
tout a fait ejtact. En effet, il y a, dans Texpression obtenue, des termes 
dépendant de a^ ou de fi^o' qui ne sont pas encore complets. Négligeons- 
les, et notre resultat deviendra: 

La fonction p 8'obtient maintenant irnmédiatenient par la substitution 
des valeurs (A) et (B) dans Téquation (2). Ainsi; nous pbtenons: 

' /' = (^o+57^)<^os/-^^cos/-., 

resultat approché, il est vrai, mais qui pourtant nous permet d'identifier, 

du moins approximativement, le coefficient e^ H ^--^- avec la constante 

X, introduite dans le paragraphe précédent. 
Examinons encore le oas 011: 



I — (T 
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c'edt a dire ou c devient nul sans que le coeflFicient s disparaisse. Ii€S 
formules (43) et (47) nous donneiit immédiateineut: 

G = e^; 7/ = o, 

d'ou il resulta: 

p = e^ cos/;. 

Mais dans le cas actuel on a aussi, en vertu de la preniiére des équa: 
tions (4), 

On conclut de la que ni le coefilcient e^, ni Tangle By qui entré dans 
Targument /*,, ne sont plus des arbitraires, mais que Tun se trouve par 
calculy et que Tautre est une des données du probléme. 

9. En introduisant dans la formule (40) les valeurs de c, de c^ et 
de c^ que nous venons de signaler au n° 3, cas IV, ä savoir: 

nous aurons 

z = c\ k = 1. 

Ce resultat aurait changé brusquement si Ton attribuait une valeur in- 

# 

finiment petite, mais différente de zéro, a la différence c^ — c. En effet, 
dans ce cas les valeurs de s'étendraient depuis z = o ju8qu'a z = c. 

Si les racines c , c^ et c^ étaient, toutes les trois, du méme ordre, le 
module serait évidemment de Tordre zéro par rapport aux masses et aux 
excentricités, mais plus la différence c^ — c est sensible, plus la valeur 
du module s'éloigne de Tunité, de sorte que les développements trigono- 
métriques seront, le plus souvent, assez convergents. 

Mais on peut tres facilement éviter les cas d'un module trop ap- 
proché de Tunité. Cela sentend aisément, si Ton écrit les équations (5) 
de la maniére sui vante: 
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En efifet, en attribuant au coefficient AyJj une valeur telle qu'on ait: 

A/9, :^/93<(i-^), 

9 

on pourrait facilement opérer dans les valeurs de c, de c^ et de c, un 
changement propre a rendre le inodule sufilsamment petit 

Considérons la partie dépendant des termes AySjö et AyS^fl de la 
fonction FT, que nous avons donnée par Téquatlon (12). En désignant 
cette partie par W^j nous aurons 

t. 

o« bien: 

{50) TF, =|/9Ay9,,'(.-.?) + i^ö, 

d'ou il est visible que la fonction TF, est tout au inoins du deuxiéme 
ordre par rapport au masses et du quatriéine ordre par rapport aux 
excentricités ou aux inclinaisonS; pourvu que les fonctions G et Hy comme 
nous Tavons supposé, soient de Tordre des excentricités. 

• 

10. Il nous reste inaintenant ä aborder les approximations qui 
suivent celle que nous avons déja examinée; mais puisque la marche du 
calcul est bien indiquée par les expressions du numéro 2, nous nous 
dispensons de traiter ce sujet plus amplement. 

Apres avoir obtenu les fonctions G et J/, on aura immédiatement, par 
une double diflférentiation, les fonctions M et N. Il serait donc facile de 
former Vexpression de la fonction Wj ou bien, de la développer en une 
serie trigonométrique, dont la convergence serait incontestable, vu qu'elle 
ne contiendrait qu'un geul argument. De méme, on obtiendrait aisément 
les développements des fonctions que nous avons désignées, dans le nu- 
méro 2, par f^{x) et f^{x), de sorte que Tapplication de la formule (16) 
ne presentera plus de diflEiculté. 

Mais considérons un moment la constante h qui figure dans les for- 
mulés du numéro 2, et dont Tintroduction tendait a faire disparaitre les 
termes contenant la variable x hors des signes trigonométriques. Evidem- 
ment, cette constante ne doit pas étre trop petite, vu qu'autrement il se 
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présenterait une valeur de la constante surabondante C^ qui n'oflFrirait 
aucunc approximation. 

Dans le numéro 2, nous avons établi les expressiöns: 

1/(1 — }t) sn» dnaj 
et, d'autre part, nous avions obtenu: 



t, ^ A(^) Al—;, en xY 



dx 



Or, en se rappelant les formiiles par lesquelles s'expriinent les quan- 
tités faisant partie de Tintégrale contenue dans Texpression de y^^ on 
8'aper9oit facilement que le coefficient de x est composé de plusieurs 
termes dont les plus grands sont multipliés par p^ ou k^. Dans Tiex- 

pression de y,, ces termes acquiércnt le facteur -, , d'oii Ton conclut que 
la constante h sera de Tordre de ^ ou bien de l'ordre de -? . Mais le facteur 

^ est au ihoins une quantité de Tordre zéro, et il peut méme devenir 

tres grand; Tautre facteur au contraire est ordinairement une quantité tres 
petite, qui cependant, dans les cas o\x k s'approche de Tunité, peut acquérir 
des valeurs assez considérables. 

Cela étant, on voit, en considérant la formule (16), que la constante 
C\, déterminée de maniére ä faire disparaitre le coefficient de ic/',(rr), sera 

une quantité de Tordre de -t-, quantité tres petite par rapport k G et 

H. On est donc arrivé a une véritable approximation. 



II. Bien que la méthode d'intégration que nous venons d'expliquer 
conduise toujours ä un resultat téllement approximatif quon puisse 
Fadopter, dans les calculs numériques, comme resultat définitif, il est ä 
désirer, au point de vue théorétique, qu'on trouve un mode de continuer 
les approximations, lorsque le procédé qui s'appuie sur Tintégration de 
réquation (13) devieht impraticable ä cause des différentmtions réitérées. 

Aeta mathematicm, 16. Imprlmé le 13 at/II 1891. Jg 
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Cest pour expliquer une raaniére d'atteindre a une exactitude quelconque 
que je vais ajouter les considérations suivantes. 

Désignons par G^ et H^ deux fonctions qui, substituées au lieu de 
G et de H dans les équations (3), les satisfont a tres pen prés. Posons 
ensuite: 

nous tiroris des dites équations les suivantes: 



(51) 



T-+ 2(1— «r)-^ + 



dv' 



dv 



^ I 3 



2<r — <t'— /9, 



IMGl + Hl) 



G, 



= G + \P,{G,G, + H,H,)G^+ |^.(Ö? + H,')G,, 



d*H, 
dv* 






2^_^»_^^_|^^(ÖJ+J7.') 



H, 



H + |ä(ö„ö, + H,H,)H, + |y9,(ö? + Ä,')if„ 



G et H étant les restes des équations (3), obtenus en y mettant G^ et 
Hq au lieu de G et de H, ä savoir: 



(52) 



G = - 



d^ 

dv* 



2(1 — ö')-j-S — 



H = — 



'^'^+2(,_^)^_ 



cZy' 



(it; 



2^_^'_^^_|^,(ÖJ4.^,*) 



2^_^«_^, _|^,(ÖJ+^,«) 



ö,-r, 



■öo- 



Mais, puisque ff et ^ sont des " quantités extrémement petites — 
disons par exemple tout au moins. du dixiéme ordre relativement aux 
forces perturbatrices — on peut entamer le procés d*intégration des équa- 
tions (51) en omettant les termes du deuxiéme et du troisiérae ordre par 
rapport ä G^ et Ä, . Nous ayrons ainsi un systéme d^équations dont 
rintégration ne présente aucune difficulté sérieuse, si ce n'est qu'on se voie 
réduit a la nécessité, dans les diverses approximations, de faire disparaitre 
les termes sécujaires par des maniements pris spécialement dans ee but^ 



Noavellea reoherohes sar les series employées dans les théories des planétes. 139 

t 

Si nous désignons par U la fonctiorr (7, + iflj, nous tirons des équa- 
tions (51), apréd en avoir multiplié la seconde par iy la suivante 



(53) äv^ 






2a-a'-p,-'-^p,{Gl + Hi) 



U=G +iUj 



011 Ton a mis de c6té les terraes du deuxiéme et du troisiéme ordre par 
rapport aux quantités G^ et J?,. , 

En me reservant de donner, plus loin, les détails du calcul par lequel 
8'obtient le développement absolu de la fonction CT, je me contente, pour 
le moment, de signaler le resultat qui se présente tout d'abord. 

Soit 



iHW 



un terme de G + *ff> nous admettons que n soit un tres grand nombre, 
de sorte que le produit ne puisse étre considéré comme une quantité de 
Tordre zéro; soit de plus 



le terme principal de U qui disparait avec y^. Maintenant, si nous dé- 
signons par 7Jq la partie constante de Gl + -fl?> nous aurons, en vertu de 
Téquation (53), le resultat que voici: 

On en obtient, sans dijBficulté, la valeur de g^j qui devient généralement 
une quantité du méme ordre que ^„; seulement si le produit wc est 

tres approché de a /9, — ^^^Vo (wc)^ il en pourrait résulter une 

valeur asséz grande et mal déterminée. Mais, n'oublions pas que nous 
avons négligé, dans Téquation (53), les termes du troisiéme ordre. Si 
nous en tenons compte, il resultera toujours une tres petite valeur de 
ff^j tout au plus du méme ordre que la racine cubique du rapport des 
coefficients /-^ et ^3. 

12. Revenons encore aux cas asymptotiques. 

On pourrait croire que les formules contenant des exppnentielles 
représentent des cas propreinent appartenant a notre probléme, mais il 
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n'en est rien. Le fait est que les équations (4), certaines conditions étant 
satisfaites, admettent des solutions asymptotiques, ce qui, cependant, ne 
nécessite pas que les équations (3) ou (5) oflFrent de pareilles solutions. 
L'apparition d'une solutiön asymptotique nous montre seulement que la 
maniére d'approxiniation dans laquelle on c#mmence par intégrer les équa- 
tions (4)9 ne. s'applique plus^ dans- les cas envisagés, ä Tintégration des équa- 
tions (3). Nous avons déja vu, ^ans le paragraphe 9, comraent. on peut 
éviter de tels cas; donc, il nous reste seulement de montrer que les approxi- 
inationSy en partant .d*une solutiön asymptotique, ne sont plus convergentes. 
Dans ce but, reprenons Téquation (13). Dans Texpression de la fouc- 
tion Wy donnée par la formule (12), nous ne retenons que le terme 

21 (T 2 I — (Tdv* 

ce qui nous dönnera, si nous rempla9ons la variable indépendante v par 
Xj et que nous exprimions les coefficients au moyen des trois racines c, 
Cj et c^ ) 



dx* a'' » » ^ v"i-!i ' —1 i -1/- i 2 



l_r_<£0_ 

"*" 2 I — a dz* 



Posons d'abord: 



il en resultera: 



c, =c, 



• 



dz 



Apres avoir multiplié cette équation par — , on en tire, en Tintégrant, 
le resultat que voici: 

(I) = f^'^' - 'y('^ - ^) + rr-, p^ £^^ • 

En posant; 

dz 2cC rfC 

i+C" dz~~ {i +Cydi' 



z = —^^,, 
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on tire de l'équation précédente: 

\tlx/ 4 ^ ' ^ 4(1 — (t)c*C i t'« (i + C ) ''« 

Or, apres avoir détenniné ft de maniére ä avoir: 



c{c, — c) = I, 



on obtiendra par différentiation : 



dK 



tr 



2C. 



r( 






' + cr fd^o c d: 

l-<r)rj dx' (I +C')M« 



I rii+ni dC dy 

4 c ( I — (t)Z dx dx 



t > 



équation quon ne saurait iiitégrer quau raoyen d'approximation8 succes- 
sives, dont on fait le commenceraent en négligeant les termes dépendant 

de la fonction -j-t' 

dx^ 

En effet, si nous désignons par C^ ce quc devient C lorsqu'on néglige 

d*G 

-T-j-, la fonction ^ 8'obtient en intégrant Téquation 



On en tire: 



m- <■ + ^. c) 



= v^ 



c. e' 



6 



— * 



et si Ton pose: 



C=C + C., 



Téquation du deuxiéme ord re en Ci devient: 



dx* 



1 + 2.3 



6" 






, ((e'-a-')' + 4^y 



2 



(e« + e-«)(e* — e" ') d*G , 



(^)V— ry ((^'— ')' + ^^) 
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pourvu qu'on y néglige le carré ainsi que la troisiéme puissance de Cp 
et de méme le produit de Ci par y. 

En vertu du théoréme que nous avons démontré au n° 2, on ob- 
tiendra iininédiatement une intégrale particuliére de Téquation 



a savoir celle-ci: 



+ -3(;ré7=)>.-°. 






L'autre intégrale 8'obtient ä Taide de la formule 






En intégrant par parties» il viendra: 



/ 



{e^ — e-^ydx U' — e-*y , 3/^ . ^k, ^ ,\ , 



de sorte qu'on aura: 



3 (e' + c-')» ^ «' + e-' 



Pour niettre en évidence Texpression coinpléte de la fonction f,, il 
faut encore chercher le développement de y-5-. Dans ce but, reprenons 
Téquation (42), et diflférentions-la deux fois. Nous aurons ainsi: 



^^^ -u Al /"^V-U —1 _ 3 ^ — ^ ^'^ 3. /^ 
ec7«"« ■+■ Vt \\dxj ■+■ ^ d^*J "" 8 ~r~ rfi^ "^ 8^ W«. 



dHi _ _ldd\ , 3 I /t^« W „tr«n 3 — /J(i»2; , 3 (dz\^ 
dx^~ ~" "" 8 



En portant dans cette formule les expressions 

dz _ 2c (t' + e-'){e' — e"') 2c (e' + e-')(e' — £-')' 



(£;«; 



S - "'"..^ '"I. - . + (^ - o'^. 



(fx _ e-*)' + 4 ^ 



", 
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N étant une fonction de x ne devenant pas infinie pour x egal a zéro, 
nous auronSy en ne retenant, dans Texpression de -7-7-, que le terme qui 
reste fini lorsque x disparait: 



— ar\» 



d^O 3 d 2c{e' + e-^) 



dx^ Se, ,, r. — c 



<^2 



Maintenant^ si nous cherchons Texpression cornplote de Cp iious y 
trouverons nécessairement des ter mes multipliés par des puissances posi- 
tives de -^ —j ce qui raontre que la fonction* ^ devient infinie, si x 

est egal a zéro. De la on conclut que la solution asymptotique donnant 
la fonction is exprimée en exponentielles, ne peut pas étre regardée comme 
une vraie approximation. 



g 3. Deuxieme méthode. 

I. L'eraploi des fonctions elliptiques a Tintégration de Téquation 
dont il sagit, est d'autant plus important que les développements qui en 
résultent s'appliquent égaleinent a la recherche de Tintégrale des équations 
avec plusieurs terines tout connus. Si cette idée était réalisée, on serait 
porté a faire Tapplication des formulés les plus simples et les plus claires; 
et puis, il y aurait lieu de mettre en usage diverses expressions selon la 
nature numérique de Téquation proposée. Cest pour avoir les expressions 
les plus variées representant la solution de notre probléme que je vais 
la traiter encore par deux inéthodes différentes. 

'Pour point de départ des recherches du present paragraphe nous 
prenons les équations (5) du paragraphe précédent, a savoir: 



(O 



^(■-'')s^ + ['''-'''-Ä-lÄ7']^=-r + JM', 



'^ö , r, » n 3 



^(' -'')^ + [^''-'''-Ä -lÄ'y']^^=^- 



On peut les intégrer de la maniére que nous allons montrer maintenant. 
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En désignant par Ay9 rincrément qu'il faut ajouter ä y9j pour avoir, 
dans lc3 diverses approximations, des resultats dépourvus de tout terme 
séculaire, et en posant: 



(2) 



Z ft — =2 • 

2(1 — <r) . dv 



(3) 



f — iV +iM—N— i(0 + iH)^P 

2(1 —a) 

iy — jM —N + i(G — iH) A^ 

2(1— ff) 



= P, 



= Q, 



on tire des cquations (i) les suivantes: 



f dG . .dll 



(4) 



.d9 



+ ^^+2i^(ö + *//) = -P. 



/iv ' ' dv ' ""^ cit; 

c2ö ,dR 'dSf^ , ri\ 



. dv 



dv 



dv 



= Q, 



En se rappelant les notations introduites dans le n® i du paragraphc 
précédent, on déduit faciiement de Téquation (2) la relation 



(5) 



cie 

dv 



—h^i^-^) 



Afi 



4(1 —ff) 



qui sert au calcul de 0, s\ la fonction e est connue. 

La fonction 9 déterminée, les iiitégrales des équations (4) sexpri* 
ment au moyen des formules que voici: 



(6) 



G + ill = e-^'^je^ +fe'^'' Pdv\, 
G — iH= e'^*" \e^ + j^e-^^^^Qdv], 



e^ étant une arbitraire qui devient identique avec la constante e^ aussitöt 
qne P et ^ disparaissent. 

Cherchons toutefois de déterininer la fonction d'une maniére directe. 

2. Multipliant membrea inembre les équations (6), on aura, ense 

rappelant la relation 

G^ ^ W = yi\ 
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la formule ci-dessous: 



En difFérentiant cette formule, apres Tavoir multipliée par ^ -£^ , nous 
aurons: 



v / rfv* 161 — <y' • ^ ' 161 — <y ' 

ou l'on s^est servi de la notation 

(9) X = e^^^^Pfe-^^^^Qdv + e-^^^^Qfe^^^Pdv. 

D'un autre cöté, nous avons, en vertu de la premiére des équations 7 (§ 2), 

d»' T rj , MH—NG 

av I — a I — ff 

Maintenant, jsi Ton introduit Texpression de H tirée des équations 
(6), a savoir: 

et qu'on multiplie Téquation précédente par -^ ^ , il en résulte: 

(10) f7^=-/3/*^.(«"'' -«-*"') 

Kéquation que nous venons de trouver doit étre identique avec 
Téquation (8), mais la forme de Téquation (10) étant plus convenable 
aux applications que ne Test cette équation, nous admettons la derniére 
comme fondement des recherches suivantes. 

Åetm mmtktwkMtic: 15. Imprimé !• 8 mai 1891. 19 
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En observant les relations 

d j e^^^fe-''^ Qdv + ö-^' ^e^'^ Pdv j 
= 2i\e^'''Je-'''^Qdv — e-^^'^fe''''Pdv\de + {P + Q)dv, 

on tire immédiatement de réquation (lo) la suivante: 

dv^ dv 32^' ^ dv 

"^-f^^r^-^ T. '^ J 

dont rintégrale, en désignant Tarbitraire par hy s^exprime ainsi: 



/ 



|/^/[^5-^^^f?— ^^r/[i'+ <2]rf^. 



Etant arrivé ä ce resultat, il sera facile de rétablir Téquation (13) 
du parngraphe précédent, ce qui deviendra utile pour la comparaison de 
la niéthode du paragraphe present avec celle que nous avons déja cxposée. 

En eflfet, par la diflférentiation de Téquation (10), on aura tout de 
suite: 

TT = - 2 -^e,{f'^ + e-''^"^ 

dv^ 32"' '^ ' ' dv 
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et, 81 Ton ajoute cette équation ä Téquation (ii), multipliée par 2—, 
il en résulte 

oii, pour abréger Técriture, on a ernployé la notation que voici: 

(■3) 'r-'éfi'"'-''<^'^'"'+i^rAP+m 

i djMH—NG) 
4 dv 

Uéquation que nous venons de trouver n'e8t au fond autre chose 
que Téquation citée du paragraphe précédent, ce qui pourrait étre dé- 

montré, si apres avoir fait Ap egal ä zéro, on introduit dans i'équation 

d8 
(12) la valeur du rapport ^ selon la formule (5). L'identité des deux 

équations se manifeste immédiatement, pourvu que la constante h soit 
donnée par la formule: 

Ayant, de cette maniére, déterminé la constante introduite par Tin- 
tégration, on pourra utiliscr Tcquation (11) pour en déduire quclques 
propriétés de la fonction 0, 

3. Si Ton néglige, dans les équations (3), les quantités M et N, 
et que Ton y introduise les expressions de ö + iÄ et de G — iH que 
donnent les forinules (6), on sera conduit a deux équations linéaires du 
premier ordre, desquelles on obtient, en les intégrant, les expressions 



(14) 



fe-''^Qdv = '_ e'^^--^> e '''^''' [re-'''' + e,Ap]dv. 
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Reprenons le développement (20) du § i, a savoir: 

ly' = 5^0 + yjx cosm; + ^j cos 2i«; + • • • > 
Tangle w étant toujours donné par la formule 

d'ou il suit: 

• dw 
av 

Admettons de plus le développement 

B = 0qW + Öl sin w + ^2 »in 2m; + • • • > 
ou bien celui-ci: 

de 



dv 



'j\^o H' ^l ^^^^ + 2O, C08 2W + . . .}. 



En introduisant le développement de tj^ ainsi que celui de ^ dans 
Téquation (2), nous aurons les relations suivantes entré les tj et les Bi 



2CÖ< 



4 



• 2(1— <t) 

etc. 

Puisque nous n'avons considéré qu un seul terme connu, les fonctions 
O et H ne doivent dépendre que d'un seul nrgument, a savoir de W] de 
la résulte la nécessité de déterminer le coeflRcient 0^ d*une raaniére telle 
que tout argument illegitime soit chassé. Le coeflRcient dont il 8'agit 
peufc étre choisi de deux fa9ons diflférentes. 

D'abord, la condition dont nous avons fait mention serait satisfaite 
si nous mettions: 
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ce qui entrainerait: 
Soit, po ur abréger, 



2(1 —ff) 



la somtne c + ^ est donc évidemment indépendante de Ay9. 

Mais afin d'éviter les arguments superflus, on pourrait aussi mettre: 

»o = o, 
hypothése qui 8'exprime aussi par Téquation 

2(1 ~^) 

mais qui ne conduit pas, iminédiatement, a la formule d'ou résulte le 
coefficient c. 

Dans Téquation de condition que nous avons mise en évidence, Tincré- 
ment Ay9 n^est poirit arbitraire; il est au contraire déterminé par la con- 
dition que, des formules ( 14) doivent résulter de petites valeurs ne conte- 
nant aucun terme séculaire. On conclut de ce fait que la constante e^ 
n'est plus arbitraire, mais qu'elle s'obtient a Taide d'une certainé condition. 
En revanche, on verra naitre, par le procés d'intégration, un nouveau 
terme, dont le coefficient est arbitraire et dont 1'argument contient le 
facteur que nous désignons par c* 

Arrivé a ce point, on se rappellera Tanalogie avec le cas ordinaire 
de la libration, mais on 8'apercevra toutefois d'une différence distincte. 
Dans le <5a8 de la libration des mouvements moyens, il slagit toujours 
de remplacer un argument astronomique par un nouvel argument; dans 
le cas dont nous nous occupons ici c'est le mode de calcul et la place 
de Tarbitraire qui changent. Ce changement ne peut, cependant, se pre- 
senter que dans le cas d'une tres petite valeur de la constante h. 

Il jEaut donc considérer deux cas séparément: commen9on8 par adopter 

la valeur - du coefficient Ö„. 

2 ^ 
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4. Lorsque la fonction S renferme un terine séculaire, le développe- 
ment des fonctions qui entrent dans les formules (14), s'exprime sous la 
forme que voici: 

(15) e*«'*^ = e*'*^{B^ + BjCosm;4- B^cos2w + ... 

+ iÄ^ sin w + iA^ sin 2m^ + . . . }. 

En effet,^ le développement que nous avons admis, résulte immédiatement 
de ce que: 

e±2'^ = e*'**{ I + 2iöj sintc; + 2i0^8m2w ± . . . 

— [Öj sin m; + O^ sin 2w + . • .]^ 

I • 2 

+ [Öl sinw; -f Ö^sin 2W + ...]' + . . .1, 

d'ou Ton tire facilement les expressions des coefficients A et B. En 
voici les preiniéres: 

Bq = i — Öj — 0.2 — • • • + 7 ( öj + Ö3 + . . .) 

4 

+ (ÖIÖ2 + ^1^3 + f^l^l + •••)> 

Al = 2 öj — öl — 2 öl öj -j- öl Ö3 -f- . . . , 

Jjl == "— 2 Ui U^ 2 rTg C73 — • • • j 

-«T.2 = 2 t/3 2 Ui U2 I • • • > ■► 

B^ = Öj — ' 2Ö1Ö3 -|- Ö1Ö2 -|- • . . > 
etc. 

Or le développement que nous venons d'établir s^écrit aussi de la 
maniére suivante: 

(,5') et«<« _ _• (^^ _ £j 4. ^^e*--i(^, - BJe"" 

expression que nous allons introduire dans les équations (14). 
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Maintenant, si Ton choisit rincrément Ay9 de maniére ä détruire le 
coeflficient de é^" ou de e"^^'' dans les équations (14), il faut satisfaire ä 
la condition 



(16) 



-^K-5,) + 6,Ay9=o, 



ce qui nous conduit aux expressions sui vantes: 



(■7) 



/ 



e««Prft, = 



rB^e*" 



r{A, + B,)e«« 



2i\—o)(s + X) 4(1 — ff)(2c + -i) 



+ 



r{A, - B.)c 



—/IP 



+ 



r(A, - BJe-»'- 



4(1 - a\- Q + k) ' 4(1 — "X- 2c + Å) 



+ ... 



fe-*"'Qdv = 



rBo« 



— Ilff 



2(1— ffXc + i) 4(i_ö'X2c + i) 



+ 



r(A,.-B,)e 



1» 



+ 



r(A, - B,)e«'' 



4(1 — ff)(— c + -1) 4(1 - <tX- 2c + ;) 



I • • • • 



Ayant obtenu ces resultats, on peut tirer des équations que nous 
avons établies dans les pages précédentes, quelques observations impor- 
tantes. D'abord, en introduisant les développements (17) dans Texpression 
(7), et ne mettant en évidence que le terme constant du resultat, nous 
auroDs: 



(l8) 






Mais, d'un autre cöté, nous nous rappelons les relations 



c+ A = 



Å = 



2rtr— «r' — /9, — -A)j. 
4 

2(t — ff) 

r(^. - g.) 

4e,(i — -t) ' 



de sorte que la détermjnation des quantitcs rj^ et c + ^ peut seflFectuer, 
les B^ , A^ , B^ , . . . étant coniius; et bicn que la supposition qu'on con- 
naisse d'avance ces coefficients ne soit pas legitime, on peut tres souvent 
comraencer les approiximations en faisant: 



B, = i 
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et en négligeant les autres coefficients, ce qui nous donnerait des valeurs 
approchées de yj^ et de c. 

Cela siipposé, nous retombons dans une équation du troisiéme degré 
en c + A ou en tj^. Si Ton se sert de la notation 



I — «T 3 Ä 

l'équation en f + A devient: 

De cette équation on conclut faeilement que la somme c+>^ ^s* dans 
les cas ordinaires une quantité du ménie ordre que /i^ ou ^83, niais qu'elle 
devient tout au plus de Vordre de 

si (?, est tres petit. Posons done: 

f étant un coeflficient dont la valeur numérique ne devient jamais tres 
petite, et nous aurons: 

d'ou il s'ensuit que le rapport -' sévanouit avec y, 

Maintenanty il serait facile d'établir des expressions approchéed des 
coeflficients Öj , Ö^ , . . . ; cependant nous ne nous arréterons pas a ce point. 
Toutefois il importe de remarquer que le développement (18) esftoujours 
convergent, vu que la valeur numérique de la quantité A est sensiblement 
au dessous de celle de c. 

• 

5. Revenons a Téquation (11). En y négligeant les termes dé- 
pendant des fonctions M et Nj ainsi que la soinme P + ö, qui est ä 
peu prés égale ä JV, elle prend la forme 

(■9) (^T=*+ÄMco».« + A_i^(X)*+,.. 

+ termes périodiques. • 
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Si maintenant le coefficient d était tellement petit qu*il ftit coin- 
parable au carré de e^ ou de e^y la partie constanite de la formule précé- 
dente pourrait bien étre tres petite par rapport au coefficient de co8 2Ö, 
ou méme negative. Ensuite, puisque les* coefficient s des termes périodiques, 
qui ne sont pas mis en évidence dans notre formule, sont tres petits en 
comparaison de celui de cos2 0y ce qui est facile a voir en considérant 

les équations (17), il résulterait une valeur negative de (y-j , toutes les 

fois que la fonction excéderait certaines limites. 

Les circonstances étant telles, on retomberait dans le second cas, ou 
il faudrait adopter: 

»o = o. 

Maintenant nous commen9ons par signaler le développement 

gt«« r= J?^ 4- J?j cosm; + -B, cos 2w + . . . 

+ %Ä^ sin w + iÄ^ sin 211; + ... , 

oii Ton a utilisé les notations du n^ 4. 

D'abord, il est bien evident quort doit déterminer IMncrément Ay9 
en satisfaisant a la condition 



(20) 



n,r + e,Ap = o. 



Cela pose, on déduit des équations (14) les forinules: 



(21) 



fe^'*'Pdv = — 



n 



CO 



2[\—a)^ ("C) 



sin nw 



4^ (wc)' — ^l" 



llQÅn — IB, 



2( 



I — <y) -^ (mc)* — X" 



O V ("^> 



Qo^nWj 






sin mv 






l —ff) Zr. (ne)' — Å'^ 



cos nw 



Ada maihtmaHoa. 16. Imprimé U 36 mai 1881. 



20 
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qui serviront en premiére ligne a la recherche de rexpression de la fonction 
3y'. Il 8'agit avant tout d'en former la partie constante. La voici: 

En vertu de cette valeur de rj^ et de celle de Ay9 tirée de Téqua' 
tion (20), on déduit de la condition 



Téquation suivante du troisiéme degré en c, 

(23) ^i— -1^— 4-(2^— ^'— Ä) 



■ r' v (t^Bn-^y / flQAn — ÅB, y 



= o, 



d'ou 8'obtient le coefificient e^ , qui ne doit plus étre conRidéré commc une 
constante arbitraire. 

Pour détemiincr, dans le cas actuel, le coeflFicient c? ainsi que pour 
faire ressortir la constante arbitraire, reprenons Téquation (11). En ny 
considérant, dans une premiére approximation, que les premiers t^rmes, 
nous aurons 

et si nous introduisons, au lieu de ö, une nou velie fonction donnée par 
la formule 

sin B = /sinjT, 

ou Ton a admis la notation 



(25) /=\/ -^'— 




NouvelleB reoherches sur les series employées dans les théories des planétes. 155 

Téquation précédcnte se transforme en celle-ci: 



(^T 



= {^+T6^^i)''''^^'' 



Mais puisqu^on a: 



d0 



I QOSfpdtp 



il resultera finalement: 



ä? = v/i^iN/'-^'«i"^'' 



le module I pouvant étre considéré comrne une constente arbitraire, vu 
qu'il dépeiid de Tarbitraire e^ contenue dans d. 
En désignant par 

la partie constante de Targuuient^ la fonction ip s^exprime par une fonc- 
tion elliptique de la variable 

et son développement en serie trigonoraétrique procéde suivant les mul- 
tiples de 

L étant Tintégrale elliptique compléte de premiére espéce. 

Il s'ensuit de la que le coefficient nominé c s*exprime par la formule 



-^s/l^^^- 



Rassemblons les resultats du calcul précédent. Les voici: 

sin = lexiUj 
cos Ö = dnw; 
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et on en tire encore: 

sin 2d = 2/ sn w dn w, 

cos 2 ö = I — 2p sn u^. 

Apres avoir établi ces formules, on trouve sans difficulté les dévelop- 
pements de la fonction e^^'^ , qui nous perrnettent de calculer les termes 
non considérés jusquici dans les équations (10). et (11). 

En considérant la valeur 

on aura, au moyen de la formule (25), Tcxpression suivante dé /: 

d'oii il est visible que la valeur de I tres rarement, cest ä dire séule- 
ment dans le cas d'une tres petite valeur de r?, reste inoindre que Tunité. 
Mais le cocfticient ^*étant généralement une quantité de Tordre zéro, on 
retombe, le plus souvent, dans le premier cas. 

Mais il faut avant tout se rappeler que la formule établie donnant 
la valeur de I n'est qu'approchée. En eflfet, en désignant par k le ré- 
ciproque du module /, nous aurons en vertu de Téquation (19) 



(26) k' = 



Im 



'->.-åi^.fa) 



T' 



resultat qui dififérc, par le dernier terme du dénominateur, de celui qui 
s*ensuit de la formule (25). • 

Donc, les resultats que nous venons d'obtenir dans les deux cas 
considérés séparément, ne s'approchant pas T un de Tautre dans un cas 
intermédiaire, examinons si, en partant de Téquation 

on pourrait parvenir, au moyen d'approximations successives, ä Tintégrale 
exacte de Téquation (10). 
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6. Leg recherches que nous allons abordcr, et doiit le but a été 
signalé tout a Theure, reposent sur les resultats généraux que j'ai donnés, 
dans le mémoire de 1887, relativeinent aux intégrales des équations du 
méme type que celui de Téquatioii (10). En conséquence^ il me suffit 
de renvoyer le lecteur, quant ä ces resultats, au dit méuioire, et de n'en 
alléguer que ce qui s'applique aux recherches préscntes. 

Dans ee but écrivons Téquation (10) de la maniére sui vante: 



('») 



^•<' = -AM«in^«-f«%^)V, 



dv 



et supposons-y la fonction W donnée par le développenient que voici: 

W = yr^ sin w + w, sin 2w •■{-.., y ' 

les Wj , Wj , . . . étant des eoeftlcients constants tout au plus de Tordre zéro. 
Ensuite, si nous posons: 

et que nous désignions par h^y h^ y . . . les parties constantes des fonctions 
^l 9 V{ , . . . y il sera facile d opérer la déeomposition de 1 equation (28) 
dans les deux équations qui suivent 



(27') 



dv* 



= — a* sin K cos F., 



ou l'on a adtnis la notation 



«'=iM 



j 4\ ■ t6Å« 
1.2 "*" i .2.3.4. 



• . • 



et 



(29) 



.IT. 
dv* 



-«'(2sinK;-i)K, 



-.W.^-X'^(LV 



■6 f \fij 



IV 



-|/*r«. 


4(K;-A.) i6( 

1.2 


I.2., 


-K) 


sill F, cos K, 


-|m 


4V1 . 16 r; 

1.2.3 I-2.3-4-5 


(2sinF;- I) 


+ |m 


4A, i6h, , 

•f ••• 
1.2 1.2.3.4 


(2 1 


jinKJ-i) 


V ' 



' Les termos do )a quatriéme ligne m'oDt éohappé dans moD mémoire: Unter- 
suchungen eto. ; p. '236. 
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On trouve, dans le inéiiioire mentionné, Tintégrale de lequation (27'), 
inise S0U8 deux formes différentes correspondant aux deux cas' que nous 
venons d^envisager dans les pages précédentes. 

D'abord^ ^i le modulc k était moindre que runité, sa yaleur s'ob* 
tiendrait au moyen de la formule 

• 

(30) *f=i' 

et la fonction V^ sexprimerait par la formule 

FK 
n = am — u;; 

t: 

mais si, au contraire, k excédait Tunité; on aurait 

• 

. ,, , 2L 
gjn Fn = c sn — w. 

n 

En portant ces résultets dans Téquation (29), et en écrivant, poup 
rapprocher les notations de celle de mon niémoire de 1887, 

nous obtenons 

(3.) ^-(^''»"«'-*')''.--!f.(Ä)'G^)V+... 

et 

(3^) ^-(^''-»■-■)''.=-Åi>©*'*'+-- 

Or cette derniére équation se remplace par la suivante 
pourvu qu'on admette la notation que voici: 



* v 1.2 ' I .2.3.4 / 
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7. En utilisant les fortnules que j*ai données dans le mémoire de 
1887, partie III, les intégrales des équations (31) et (32') s*obtiennent 
immédiatement. Il résulte de Téquation (31) 

(33) F,-.,d„e + ..d„6|^-i2|4(« + |f. 

* 

Maintenant, si nous renipla9ons dans cette expressibn d^ par —dwj 

et que nous y introduisions les développements des fonctions dnf et 

dnf ^^* suivant lés multiples de ^f = m;, il est aisé de voir que 

le procés d'intégration ne produit aucun agrandissement des termes de la 
fonction W (a Texception de celui qui peut résulter de la multiplieation 
par le facteur commun) mais bien qu'il fait sortir Targument u; ou f 
hors des signes trigonométriques. Cependant, en attribuant a la constante 
surabondante c^ une valeur convenable, il sera tres facile de faire dis- 
parattre les termes de cette nature; il reste seulement a examiner la 
grandeur de cette constante* 

En ne considérant que les premiers termes des divers développe- 
ments, nous avons: 

W = w^ smWf 

dn f — d$ = ~ 4?8in tv, 
d'ou l'on obtient l'expression du terme affecté du facteur ^. La voici: 
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Evidemment, le coefficient de fdnf dans cette expression doit étre 
egal a Cj-^, afin que les tejrmes contenant le facteur f se détruisent. Il 
en résulte la valeur 






qui 8'écrit aussi de la maniére suivante 






Par cette expression il est visible que la constante c^ est, dans les cas 
les plus fréquents, une quantité tres petite, mais que, si la valeur du 
madule devient tres approchée de l'unité, elle peut acquérir des valeurs 
assez considérables. Si, avec une telle valeur de c,, on cherchait un 
nouyeau resultat relativeinent a ä, ce qui nécessiterait le calcul des coef- 
ficients ä^ , ä^ , . . . , on obtiendrait dans la plupart des cas une valeur 
éffectiveinent plus upproximative. Mais cela n'arrive pas nécessairement: 
quoique la formule (30) donne toujours une valeur de k plus petite que 
Tunité, la divergence des approximations successives peuvent montrer qu'on 
doit passer au second cas. 

8. Considérons maintenant Tintégrale de Téquation (32'). 

En désignant par / ce que devijent E lorsqu'on remplace k^ par /*, 
Tintégrale de Téquation dont il slagit sera exprimée au moyen de la 
formule 

(35) V, = c,(Mxy] — c,Y^yjY 1^'-^' 1 lyj — sniydniy 



--2 fJ^L ij) ^^vf'fvf^^^v<fV' 
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En effectuant les integrations que demandent les divers terraes de 
cette formule, on voit naitre des ternies séculaires dans deux intégrales 
dififérentes. Consldérons-les séparéinent. 

D'abord, on aura a Taide des forinules approxiniatives 

en 7j ^ — -^ = 2(7 sm w; W = w, sm tCy 

en ne retenant que le terme séculaire, 



j Wcnri^^^^^\lyi = gw,yi, 



resultat, au lieu duquel on peut, en ayant égard ä Téquation (25'), mettre 
celui-ci: 



-46 ^ '• 1032 j-e^ 



3 /9^' r 



L^autre terme a facteur séculaire provient de Tintégrale 

* 

En n'y considérant que la partie principale du terme séculaire, ad- 

mettons 

sn oy dniy =r- sin tv; W = w, sin w , 

ce qui donne: 

Maintenant, pour déterminer la constante r^, nous aurons la relation 
, .v l — I — IUj i i /r\Vi I n\ 

d'oii Ton conclut que la valeur r.^ ne devient assez petite que sous des 
conditions spéciales qui se produisent tres rarement. 

En effet, le coefTicient de c^ contenant le facteur /', il faut que le 
terme a droit divisé par P soit une quantité tres petite, méme si V 
disparalt. 

Acta malhfmatiea, i!i. Imprimé le 27 niai 1H91. 21 
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Cela ne pouvant pas arriver a riioins que le coefficient w, ne contienne 
lui-méme le facteur /^ examinons a cet égard briévement la fonction 

d'ou découlent les termes en W. 

Il est d'al)ord visible en inspectant, soit les équations (14), soit les 
équations (21), que la fonction dont il 8*agit contient toujours le facteur 
B^Y divisé par une quantité tres petite ce que nous avons rappclé, dans 

Téquation (28), en mettant en évidence le facteur yfy) • Mais puisque 

le coefficient de sinw; contient le facteur A^^ il se trouve multiplié par 
/. Donc, la constante surabondante c^ sexprirnant par la formule 

T 

T étant une quantité qui ne disparait pas avec /, la dite constante peut 
devenir tres grande, de sorte que la fonction V^ n'apparaisse plus comme 
une petite correction ii ajouter a la fonction F^. L^application des for- 
mules que nous venons d^exposer dans ce numéro parait donc restreinte aux 
cas oii Tarbitraire / ost moindre que Tunité, mais en inéme temps non 
pas trop avoisinant zéro. Conclure de la que la méthode d'intégrer Tcqua- 
tion (28) dont nous avons fait usage, deyient impraticable, ce serait 
néaninoins une conclusion prématurée. Car, en ajoutant, dans Téquation 

(27'), au coefficient ^^ye^ uno correction .r, et en retranchant le terme 

— rrsinF^cosF^ du membre droit de Téquation (29), on peut choisir Tin- 
déterminée x de fa^on a faire disparaitre, dans la fonction TF, le terine 
dépendant de sin w. 

Cela étant, il est aisé de voir que le terine sémiséculaire provenant 
de la formule (35) est affecté du facteur q ou bien, ce qui revient au 
méme, du facteur /^ La méthode que nous venons d'exposer s*applique 
donc méme au cas oii Tarbitraire / est tres petite. 
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§ 4. Troisieme méthode. 

I. Les procédés dont nous avons fait Texposition dans les pages 
précédentes, reposent sur Thypothése qu'on soit autorisé a négliger, dans 
la premiére approximation, les deuxiemes dérivées des fonctions G et H. 
Nous avons fait voir, il est vrai, que cettc hypothése est legitime, vu 
qu'on aura, dans la seconde approximation, des termes tout connus, dé- 
pendant de la deuxiéme puissance des forces troublantes, tandis que le 
terme tout connu dans Téquation proposée était du premier ordre. Né- 
anmoins, il nous sera utile d'obtenir Tintégrale de Téquation dont il s*agit 
sans omettre les secondes diffcrentielles, probléme qui sera Tobjet des 
recherches que nous allons communiquer tout de suite. Mais en retenant 
les secondes différentielles, d'autres diificultés se présentent, principalement 
en ce que les diverses approximations ne seront plus indépendantes Tune 
de Tautre, de sorte qu'on ne pourra pas obtenir une certaine d'ellos 
moyennant un calcul direct. En efFet, chaque nouvelle approximation 
entraine des changements plus ou moins graves dans les resultats déja 



obtenus. 

Dans les applications numériques, la méthode que nous envisageons 
maintenant, ne sera pas ii prcférer aux précédentes, tant que Téquation 
proposée ne contient qu'un seul terme tout connu. Mais elle jouit de 
Tavantage de sappliquer, de la maniére la plus directe, aux cas de plu- 
sieurs termes connus. Il me faut cependant remarquer d'abord que les 
approximations entamées dans les §§ 2 et 3 procédent suivant les puis- 
sances des masses troublantes, tandis^que celles que nous allons aborder 
maintenant procédent ordinairement suivant les puissances d*une quantité 
du deuxiéme ordre par rapport aux excentricités, mais exceptionnellement 
suivant celles d*une quantité de Tordre zéro. 

Reprenons Téquation posée, a sa voir: 

(O S + (' -/5,)/> -/V ^ - rcof=(/-- XV) 

et adinettons: 

P =" Po + ^- 
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Si iiiaintenant p^ était dcterminé par rintégration de Téquation 

il nous resterait, pour déterminer la fonction i2, réquation 

^+ [i -/9i— 3/93/4] ii = —rcos (/•-««;) + 3/93RV0 + /93Ä'. 

Dans ces deux équations nous faisons entrer une petitc modifica- 
tion. En désignant par Ay9, et p deux constantes indéterniinées, et en 
admettant la notation 

A + A^, = h 

nous les écrivons de la maniére sui vante: 



^'^ ^ + (^-^ + l'-3/53/>?)B = -rcos(/"-*(;) + 3Äi?Vo-AA/'o 

Evidemment, la somme de ces deux équations n'étant autre chose 
que réquation (i), on en conclut que la décoin position est legitime. 

Les constantes indéterniinées Ay9j et p ont été introduites a fin d'éviter, 
dans les approximations suivantes, les arguments /'et f — w. 

2. La preraiére des équations (2) s'intégre aisément au moyen de 
fonctions elliptiques. En effet, si lon désigne par g'^ une arbitraire, on 
aura tout de suite: 



Cfe)'=-9'-(^-^^)/'«+i/*3/'- 



ou bien, en admettant les liotations 



' 2 

r 



(3) 



7(1 -\rk')=i 






= ;Ä, 
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Téquation 

w (:;c')'-^'('-^)('-*'^:)- 



Maiiitenant, si Ton pose: 



'Idu = du, 

X 



et qu'on désigne par u^ urie coiistante arbitraire, il resultera de Téqua- 
tion précédente: 

(5) Po = ^ sn {u — wj, mod. k. 

Pour rendre ce resultat coniparable a ceux que nous avons obtenus 
dans les paragraphes précédents, posons: 

• n =- - (i — c)v, 

TT 

K étant Tintégrale compléte de premiére espéce. De ces relations on 
conclut facilement les suivantes: 



(6) '-^=s/t 



— a T. 



xcn — [(I — c)i;— /'] 

(7) />» = 2ä: 

Si ^3 était négatif, le module deviendrait imaginaire, et les formules 
correspondant au module réel s'obtiendraient tout de suite en vertu d'un 
théoréme bien connu. Mais cherchons-les d'une manicre immédiate. 

' En introduisant dans Téquation (4), apres y avoir pose — V au 
lieu de Ä^ 



nous aurons: 



.2/^'r 



\!)l - 0\^ ^ ^' <^o^f) 
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ou bien: 






En admettant les notations 



k' 



I + k 



-= P 



v/i + k'. 



U 



v/i -r 



r??; 



</v, 



on en ti re: 



j^ r= aui (v — v^), mod, / , 



2 r 

Vq ctant une arbitraire que nous identifierons a — f\ 
Finalement, si nous posons: 



(8) 



I_C = ^-v/' +k'Vi 



2Zy 



= v/ 



I — /S- ;r 



I — 2/-^ 2/i 



notre resultat prendra la forine: 



(9) 



2// 






3. Venons inaintenant a Tintégration de la seconde des équations 
(2). En la niultipliant par 



X 

U 






et en désignant par W la soinnie des termes du second menibre, nous 
en concluons: 



fVR 

du* "^ 



i+A'+^'^'+'''^ 



Mais, puisqu'on a 



I 



=j -^^-,po 



R = -, W. 

<J 






NoQvelles reoherches sur les series employées daos les théories des planétes. 167 

l^équation précédente prend la forme 

oii Ton a écrit u au lieu de ti — «,, et employé la notation 

Dans le cas ou y?, prend une valeur , negative, on multipliera la 

X* 

seconde des équations (2) par , . j lTo ce qui donne: 

d*K . x\l—7i) . d.x* , „ r' 



'/v 



r + 



;r'(t — ,1) _ ^3_/ _ 



7? = 2 w 



011 Ton a poäé: 



ix=-^i'Y^='^p{^-n 



En mettant dans les équations (3) — Ä'^ au lieu de Å*^ et en observant 
les relations 





?'(' + *') 


on conclut: 






- (2.3/''8nv*- 



I + k' 



= I — 2^^ 



2 • 3 r+ ^« - ^ • 3''' 



Nous ne poursuivons plus les détails dans le cas ou y9y est négatif, 
vu qu'un tel cas ne se présente que tres exceptionnellement panni les 
problérnes de la mécanique céleste; le cas échéant, il serait facile d'obtenir, 
au rnoyen de transformations connues, les expressions correspondant a la 
valeur negative de y9.,. 

S'il s'agissiiit de trouver Tintégrale de Téquation (10), les termes du 
second membre étant tout connus, rien n'empécherait d*appliquer les re- 
sultats que M. Hermite a donnés d*une manicre adinirablement elegante 
dans son inémoire sur quelques applications des fonctions dliptiques, p. 106 
et 107. Cepondant, les tennes du second membre netant pas donnés 
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des rabord, les difficultés qui iious restent a surmonter ne resident pas 
dans rétablissement de l'expression analytique de R comme fonction de u 
et TF, mais bien dans le développemenl des tennes de la fonction W elle- 
niéme. Cette fonction n*étant donnée, dans Tcquation (lo), qu'au moyen 
d'une expression contenant Tinconnue i2, on ne saurait la déterminer d'une 
maniérc directe; il est donc indispensable de recourir aux approximations 
successives. 

L^expression de la fonction W que nous empruntons a la seconde 
des équations (2), est celle-ci: 

(12) w=-rcosif-w)+3^,R\ +ÄÄ' 

-A/9,/,, + (p-A/9,)B. 

Pour y séparer, d'une rnaniére aisée, les tennes dont la somme doit 
disparaltre, désignons généralement par 

T(F) 

le coefticient du terme qui se trouve inultiplié par cogrc dana le dcveloppe- 
ment d'une fonction quelconque F, et par 

»(•T) 

T(F) 

é 

le coefficient du terme dépendant de sinrr. S'il n'y a pas d'ambiguité, 
nous omettons les caractéristiques c et s, Ainsi nous désignons par 

T{R') 

le terme constant dans le développement de iJ^, et par 

T{R') 

le coefficient de cos(/' — tv) dans le développement de 7J^ 
Cela établi, si R contient le terme 

nous aurons les conditions par lesquelles 8'obtiennent /; et A/S^ expri- 
mées au moyen des équations que voici: 
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3^3T(i?')-A/9. =o, 



/■-» 



^,T(R>) + {p-A^,)x, =o, 



d'ou Ton tire: 



Ay9, = 3ÄT(B'), 



/•-«• 



Si ensuite, dans la fonction 72, on ne considére que le 8eul terme 



il en résulte: 



;r, co&{f — w\ 



f-u, 



T(Ä') = ^x?, 



O 



T(ij') = ;x?, 



d'ou 8'obtient 



('3) 



Ay5, = y,xl 



P=lM- 



Ayant obtenu ces resultats, nous poserons: 

W = — V eos(/*— w) + W,, 

et nous déterminerons la fonction p^ a Taide de Téquation (lo), apres y 
avoir reinplaeé W par — yco^if — %v)^ ou bien au moyen de la seconde 
des équations (2), en n'y retenant, au second membre, qne cette partie de 
W. Ainsi nous aurons: 



(M) 



Åda ina/Aemo/tea. 15. Imprimé le 38 mai 1891. 
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ou la fonction W^ est donnée pnr Tcxpression suivante: 



(15) 



W, = i[i,p]p, + [i,p\ — Aji.p, +{p — Ay9J(/>, + R,) 



4. Avant (Vétablir, avec plus de détails, rexpresfiion de la fonction 
W^y arrétons-nous a rintégration de la premiére des équations (14) ou 
bien a celle de Téquation (10). En nous rappelant la forme de Téqua- 
tion de Lame adoptée par M. Hermitp:, a savoir: 

* 

— j- — [2 . o^V sn 11^+ 2 . 3i* sn a^ — 4 — /^k^^ R = o, 

nous aurons, par comparaison avec Tcquation (10), 

6A;^ snrt' — 4 — ^k^ = — i — /c' — 3*. 



On tire de la: 



2Ä;' sn a^ — i — V = — tf , 

2^•^ sna^ — I =^ k'^ — Hj 



2 sn a 



I = 



k' 



Eflfectuons le calcul d'aprés les trois formules de M. Hermite, a savoir: 



sn (O = 



en ft> = 



dnö>^ = 



Nous aurons d*abord: 



sn a*(2fc* sn a* — i — fc*) 
3/i;''siia* — 2(1 + Ä:*)sna* + i ' 

cna*(2Ä;* sn a* — i) 
Sh'' sna* — 2(1 + Å*^)sna* + 1* 

clna*(2 sna* — 1) 



3/c*sna* — 2(1 +Z-*)öna*+ i 



I + fc» — (^ 
sn a = 7-^ ; 



cnrr = 






dn a = — 



I — Ät* + * 
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et ensuitc: 

3^^811 a^ — 2(1 -h Ä^)sna^ + 1 =^{2si\a^ — i)(2Ä;^sna^ — i) — A^^sna* 

= (2 siia^ — i)(2Ä;^sna^ — i) /v'^sna^(2 sna^ — ^ + O 

(, _,y)()t^_i>) (I + k-^ — iHY 



¥ 



4^' 



Apres avoir admis la notation: 



5, __ (2Å:*siia'' — I — /r')(2Ä:* 811 ci^ — lX2saa' 
~ 3/.' sn a* — 2 ( I + /»•*) sn a* + i 



O 



M. Hekmite est parvenu ä Texpression sui vante de Tintégrale de Téqua- 
tion de Lame: 



n = CD, 



. «'(w)\ 






+ C"/;. 



^(■,,^) ■(._^^,). 



Ö(n) 



Maintenant, pour rendre les formules que nous allons-déduire plus 
nettes, nous admettrons quclques simplifications, qui, d'ailleurs, ne touchent 
pas sensibleinent ä Texactitude des resultats, non plus a leur portée. Donc, 
en nous rappelaut que la quantité tf est tres petitc, et comparable a Iz^ 
quant a sa grandeur, nous Tomcttons a cåté.de Vunité. 

Avec ces simplifications, les formules précédentes nous donnent les 
valeurs que voi<;i: 



b 



sn ö> - = — - • 



cnö> = 






dnro' = I, 



A^= 4,9(fc-^_,9). 



Considérons toujours /c^, ainsi que i9 comme des quantitcs tres pe- 
tites, et posons: 



0{io) 



&{w) ' 



il sera pennis de mettre: 



&'{W) 1,2. 

_JL-— = - k sin ö> cos (O 

Ö(w) 2 



= W*(^'-*)' 
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doii Ton conclut: 



Maiiitenant, si nous désignons par y^ et y^ les intégrales particu- 
liéres de Téquation de Lame, de sorte que: 

et que nous adtnettions les notations suivantes: 



a = cos (O = - — 7 ; b = sin a> = ~- , 

« 
nous.aurons, en négligeant toujours les termes du premier ordre ä cöté 

de ceux de Tordre zéro, 

^j = (a cos u — b sin w)e''**, 
y^ == (a cos u -]- b sin u)e 



—uu 



Partant de ces expressions, on déduit aiséinent la valeur que voiei: 

hy[ — iliy^ = — 2ab = — sin 2ö>. 



X» 



Si inaintenant on met, dans Téquation (lo), W au lieu de -^ W, Tex- 

•7 

pression de R devient, vu que le facteur -5 est ä peu prés egal a Tunité: 

i;i6) Ii=^c^y, + c^y^ 

H T e~'" r(a cos u — J sin w) We^^^du 



a cos u — b sin u 
2ab 



(^''j{ci cos u + b sin 11) We """du, 



c^ et r.j étant les deux constantes d'intégration. 

Ayant ainsi trouvé la formule générale donnant Tintégrale de l'équa- 
tion (10), nous allons en fuirc Tapplication a un cas special. Or, 
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nous supposons^ en iic considérant qu'un terme isolé dans Texpression 
de W: 

w^ = r« ^^^^ if — ^^) ~ r« ^^" (^ — ^^)> 

n étant un entier positif ou^riégatif. 

En formant les produits de la fonction W par cosw et sinw, nous 
omettons les termes dont les valeurs ne 8'agrandissent pas par Tintégra- 
tion^ et nous aurons: 

W cos w = j-^ sin niVy ^ 



Maintenanty si nous nous rappelons les formules 

/ ^mnwé^^du = ^ — ,> ;,-.—«- ^ > 

J n\fT—gy + v* 

/uu j ^^(^ — c) sill Hw -f y cos nw ^„ 

et que nous désignions par p^ ce que devient R dans Thypothése actuelle, 
notre resultat sera: 

( 1 7) /^n = -T, .1—; — J cos (Z' — wi<;) H -. j- ^^^-; — . cos (f — nw) 

I 

g' + h' 2 ^"^ //-, N 

2at ?6 v — g)* + 1^ ^ '^ 

oii Ton a supprinié les dcux ternies dépendant des arbitraires. 

Il faut reniarquer que la formule obtenue donne toujours a p^ une 
valeur reelle, ménie si v est imaginaire. En effet, les quantités v et a 
devenant imaginaires simultanément, les facteurs imaginaires se détruisent, 
Tun Tautre. Mais le resultat que nous venons d'obtenir est reinarquable 
a un autre point de vue, car on en tire le fait important que la valeur 
de p^ sapproche de son premier terme, ou bien de: 



r« 



2h(<7 (^ 



-cos(/' — nw\ 
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/ 



a mesure que Teiitier n acquiert de grandes. valcurs^ ce qui montre.la 
convergence de la serie 

a condition que la serie ^ 

Ti .+ Ta + Ta + ' • • 

soit convergente, ou méme que cette serie ait la forme 

!ii + ^ + -^ + ..., 

les a étaiit des quantités noii eroissantes. 

5. Le resultat approximatif que nous avoiis signalé par la formule 
(17), s'obtient aussi d'une maniére tout a fait simple, comme Yious allons 
montrer. Dans ce but, introduisons dans Tequation 



dyn 
dv 



la valeur 



il en rosulte: 



r + (i — /? + i^ — 3i%pl)p„ --^ Tn cos(/'— nni) 



Po.= xcosf; 



5^ + (i — /? + i> — li%^' — yy ^^^^ 2/-)/>„ =.;-„ cos (/ — mc). 

Or, si nous supposons: 

/>„ == x^ cos (/•— nw) + X, cos {f + nw\ 

nous aurons, au moyeii de Téquation en p^ et en négligeant les termes 
dépendant de largument if+nwy les deux conditions que voici: 



— [i - C - n{<T — <:)Y + I — ,9 + i; — y,x 



[i -C+>^(^-c)]'^+ I -j^ + j, — y^^^ 



^n aP'^^ * — ^" ' 



K—-JiX^x^ = o. 



Pour simplifier les relations obtenues, rappelons-nous l'expre88ion 



(i_cr= l-,^-^Ä'^ 
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qui découle de la formule (6), en y négligeant les termes du denxiénie 
ordre par rapport a ySj. 

Cela pose, et si nous omettons les termes du deuxiéme ordre par 
rapport a c et a ^r, les équations précédentes prenneTit la forme: 






^n ÄP:i^^n r« ' 



il, —-/5g X V, = o. 



En multipliant la premiére de ces équations par 2n{a — c) — P + Ä^ 
et la seconde par — -/^sX^y 1^ somme des deux produits nous* donne: 

[2n{<T - <:)]' - {p-1/i.yy x„ + g/93**) V 



= r. 



ou bien: 



2n(<T— c)— i)-f -Ä*' 



{2n{a-<;)Y + p(^J.^'-p) '. - rn{M<^-<:) -p + ^Ä*')- 



De la méme maniére, on obtiendra aussi Téquation suivante: 



[2«(^-c)r+i)Q/93x'-ij) 



x.= 



|ÄxV„. 



Pour rapprocher ces resultats ^de celui que nous avons donné dans 

1'équation (17), il suffit de se rappeler les relations 

« 



2ab 4 ' 



a* + J' = I ; 



a 



ft» = I 



2 p 



6. Le coefficicnt v disparait duns deux cas diffcraHts: premiérement 
si ^ 8'évanouit; puis, si l*égalité 



ff = k 
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a lieu. . Examinons en particulier les conséquencefl de ces deux hypothéses, 
en commen9ant par la premiére. 

Donc, en faisant, dans Téquation (lo), 



x' 



* = o; -= I, 



nous aurons: 



(,8) ^—[2.2psuu'—i—k']R=W. 

En désignant par c^ et c^ les deux arbitraires introduites par Tintégration, 
la fonction R sera exprimée au moyen de la formule suivante: 

(19) R = c^cnuånu 



+ c, 



-W r^-ö;R^"^^"^ + FlC wcnwdnw 



— cnwdnw / W\-rvr tti — '" . en^dnti \m 



I +k'9[{u) 



+ -,,- TTi — -TTT—i cn w dn w / n en u dn udu 

+ ^^-^ — h^jc ^^* ^ ^" ufdtifWQUU ån udu. 

Si nons supposons le module tellenient petit qu'on pnisse le négliger 
auprés de Tunité, et que nous ornettions les termos dépendant des con*^ 
stantes arbitraires, la formule précédente prend la forme: 

R =z — cos u\ W sin udu + »in w \ W cos udu 



-k^ cos u C du C W cos u du , 



3 
2 



•'4 



d'ou Ton tire, en supposant pour W la valeur 

W = }-„ sin {u — mv)y 
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le résultÄt suivant: 



/?„ == '- -ginfw — nw) — --T7 r^cosw si 



4«V-cV 



sm nu; 



I r» 



, 3 r«^' 



2 niiT— q) 8w"(<t— -g)* 



cos (/• —nw)—^ ..»(^"^ ^)« cös (/" + ^«^)' 



ce qui est parfaitement d'accord avec ce qu'on déduit de Téquation (17), 
en y inettont 



b = u = o; 



^ 3 1.2 



= ^k\ 



2ab 4 



Admettona encore que Tangle w soit egal a une constanté, siipposi- 
tion qui correspond a Thypothése 



^= C, 



et cherchons ce qui en resultera. 
On aura d'abord: 



Pn =: r« ^^® ^ ^^^ ^^ • ^ 



^„ sm w sm nw . w 



+ 5 r*t^'^ ^^^ ^ ^'" '^^^ • ^^^ + termos périodiques; 

mais un tel resultat ne pouvant pas généralement se concilier avec la 
solntion absolue de Téquation proposée, a savoir: * 



eZ*/>„ 



dv 



r + (^ — 1^1) Pn — M = Tn COS (/•— nw\ 



rhypothése doit ötre rejetée. Seulenient dans le cas o\x Tangle \jo a la 
valeur constanté zéro, Tégalité entré <t et c peut étre admissible. Mais 
la solution en résultant n'est qu une intégrale particuliére, vu que la 
constanté introduite par Tintégration doit satisfaire* a une équation de 
coijdition. Et justement puisque le coefficient a est indéterminé, Tinté- 
grale ne contiendra qu'une seule constanté arbitraire. 

Jel« mathtmatiea. \b, Imprimé !• 6 jnin 1891. 23 
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Supposons maintenant que i9 soit egal a A^; alors nous aurons de 
Téquation (lo) la suivante: 



(20) 



d*R 



du 



i^— [2 . 3Ä' sn M» — I — 4Ä*]2J = W, 



dont Tintégrale générale. R'expriTne au itioyen de la formule: 
(21) iJ = c, 8nwdn« 



+ ^': 



k'* — k'e[{u) j , k'*K — (k'* — k*)E , 

en M 77Z JTT-T «n «< dn M -\ ttt^ •— « Bti « dn w 



Jfc" »,(«) 



+ 



snudnuj \V\cnu -\ ui — ^ ; sn« dn« 



cnu + 



I 



fc" _ fc' e[(u) 



ö,(«) 



A'*ä: 



^u 



+ 






sn 



tt dn M ! JTT an « dn udu 



k" K 



sn tt dn ujdu fWsnu dn «rft«. 



En ne retenant que les termes lea plus importants, cette formule se 
change en celle-ci: 

R = smufWco^udu — cosufWsin udu 
+ - &' sin '^fduj W sin tidu. 



Apres avoir fait: 



W = j-^ sin {u — nw)j 



on en tire 



Pn = - —r^ — 7 sin (u — nw) — - -^ -^ sin u 



4nV — cy 



cosnw; 



En faisant, dans la formule (17) 



a = v == o ; 



2a6 4 ' 



on retrouvera le resultat obtenu tout ä Theure. 
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Par ces recherches nous avons appris que la formule (17) n'offre 
aucune discontinuité dans les cas que nous venons d'examiner. 

7. Passons maintenant ä la formation de Texpression de la fonction W^ 
donnée par Téquation (15). Le resultat demandé s^exprimant par la formule 

W,= + d, cos (/••+ w) 

-\-y,cos(f — 2w) -^ å, coa (f + 2w) 
(22) 

+ r» CO8 {f—3w) + <?, C08 (f + 3m;) 

I • • • I • • • > 

ou les termes qui dépendent des arguments 3f±nw] sf ± nw, . . . sont 
toujours supprimés, il s'agit de déterminer les coefiTiciente /-„ et d„j ou du 
moins de les examiner par rapport a leur convergence. 

Dans ce but, nous allons d'abord établir quelques formules générales. 

Soient j-^ et tJ^ deux coefficients connus, on calculera d'aprés les 
formules que nous venons de déduire, la partie correspondante de^ ii, 
partie que nous désignerons par 

(23) p^ = Xn cos {f — nw) + A« cos (f + nw). 

D!autre part, si les x^ et A^ étaient donnés, on obtiendrait les j-^ et 
les å^ en introduisant, dans Téquation (15), les valeurs 

Po = xcosf, 

p^ = x^ cos {f — w) + Aj cos {f + w)y 

ain^i que toute la serie 

^1 = /^2 + i^s + 

Certes, du terme d^ cos {f + tv) proviennent dans R^ deux termes 
dépendant des arguments w — f et w + f^ mais on peut les réunir aux 
termes correspondants de la fonction p^^ de sorte qu*on peut se figurer 
la fonction R^ dépourvue de ces arguments. 

En introduisant Texpression donnant R^ dans Téquation (15), on se 
rappellera les formules 
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(I) B-i=pl+pl-\-... 

+ ^PiPs + ^PiPi + • • • 
+ ^PiPi + • • • 

I • • • J 

(II) ltl=pl-\^pl+.... 

+ 3Pi{pl + />4 + • • •) 

+ iptipl + p'i + ■•') 

+ 

+ ^PiPzPi + ^PtPiPi + ^PiPiPe + ■'■ 

+ ^PiPtPi + ^PiPiPe + •■■ 

+ 

+ ^PlPlPi + ^PiPiPB + ^PiPtPl + • • • 

+ (>PzPiPc + ^PsPiPi + • • • 

+ 

+ 

Puis, en désignant par n et n' deux entiers, on aura: 
(I H) /),/)„■ = ^ (x, X,. + A, ;.. ) C08 (n — n') «; + ^ (x„ A„. + x,. A„) cos (n + «') to 

+ ^x,x„. cos [2/"— (n + n')M;] + ^A.A„. cos [2/* + (« + n')w] 

+ ^-xJnC0B[2f— {n — n')w] + ^x„.A,cos[2/'+ (n — n')w]. 

Faisant « = »', la formule précédente se changc en celle-ci: 
(IV) pl= ^ {xi + Ål) + x,;„ cos 2wm; 

+ - x' cos (2/" — 2wm;) + -A' cos (2/" + 2wu;) 
' + x„A, cos 2/". 
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En multipliant la formule (III) par 

pn' = ^»" C08 (/• — n"io) + A„.. cos {f + n"w\ 
n" étant un autre entier, il en résulte: 



(V) PnPnPn = 



+ 






'»•('i.^.- + '«•'*«) + x^x^kn] COS [/•— (n + «' + n")M;] 
*»"(jf,*.' + ^»A») + KxnK] «os [/■— (—« + »' + n")iv\ 
V(*»«» + ^-^v) + x„X,\\ cos [/"— (n — «' + n")M;] 
^»■•(*.^ + x^X,) + x,x,.x,"jcos [f— (« + »' — n")/!;] 
*, (*« K + , Xn K) + K K Å,' \ cos [/■ + (« ■i-n' — n") u>] 
K"{x„x„' + Å„X„) + A,x..Xv}cos [/■+ (« — n' + n")iv] 



+ z{K"{x^x^' + XJ„) + ;f.A„.x,.}cos [/"+(—»» + n' + n")w] 
+ - ( K"{xJ,' + ;r, iij + kXXn] «os [/" + (« + «' + «") w]- 

4 

On tire de la, si n est egal ä n": 
(VI) pip, = '-[x^xl + AJ) + K'xJ^]cos{f-n'w) 

+ ^ ( 2 A, X. ii, + X.. X*) cos [/"—(an — «') m;] 
+ ^(2x,x„ A„ + A^xH) cosf/"— (2« + n')M'] 

+ \{2xXK + X.-^n) C08[/"+ (2W + v;)ll}\ 
4 

+ |(2x,..x,A, + ;„A2) öos[/'+ (2n — nOw] 
+ i [A„' W + Ai!) + X..XA] cos (/■ + n'w): 
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Enfin, si Ton admet 1 egalité entré les trois entiers n , n' et n", on 
aura la formule 

(VII) -«- = (I ^- + i '•"^-) ^°« (^- '*"') 

-\- - Å„ xl C08 {f— inw) 

4 

+ ^«.A»co8(/'+ 3nM») 

4 

Dans ces formules on a supprimé les termes dépendant dosf+nw^ 
de sf ii ^w?, etc, vu qu'ils ne peuvent produire aucune altération sensible 
dans les resultats. 

Apres ces préparations, revenons a l'examen de la nature des coeffi- 
cients du développement (22). 

8. Dans les cas les plus fréquents, le coefficient v est tellement petit 
quMl peut étre négligé par rapport a a — C = c; surtout si v^ est positif, 
l'erreur comnnse par la simplification dont nous avons parlé, serait de 
peu d'importaiice dans les resultats suivants. 

Cela pose, nous aurons par Tintégration de la premiére des équa- 
tions (14), en faisant usage de la formule (17), le resultat approximatif 
que voici: 

= —il 
^1 2 c * 

Puisque c contient le carré du coefficient ;fj, nous avons, pour le dé- 
terminer, une équation du troisiéme degré, dans laquelle nous supposons 
j- tellement petit que x^ devient une quantité du méme ordre que x. 
Pour mettre cette supposition en évidence, posons: 

s étant une quantité de Tordre de x. 

En regardant Texpression (15), on voit facilement que la partie prin- 
cipale du terme 

r^cos{f — 2w) 
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provient du produit Z^zplp^y et que la valeur du coefficient ;-,, relative- 
inent a la partie considérée, est donnée par la formule 

v — 3 Ä^' _ 3 /g^* 
'^ ~ i6 ^« ~ i6 c' ' 

Partant de la formule (17), on obtiendra par IMntégration: 

3 y9S^^* 



X 



2 f.A ;;8 



64 Q' 

Ayant ainsi déterminé, approximativement, la fonction p^, du moins 
quant ä son terme principal, on aura la partie la plus importante du 
coefficient j-^ en développant le produit 2 ,2,(i^p^p^p^. Il en résulte, ce 
qui .est facile ä voir, en regardant la formule (V), la valeur 



1^» 



9 filx^e 



' - 236 r ' 
d'oii Ton tire, toujours en vertu de la formule (17), 

_ -3 /9;^v 

^8 512 c' ' 

En continuant ces operations, on trouvera toujours des coefificients 
numériques tellement décroissants que non seulement la convergence de 
la serie 

X ~f- ^j "7" X^ "7" • • • 

paraitra mise hors de doute, mais aussi que la méthode que nous venons de 
développer, se presentera bien propre aux applications numériques. Certes, 
nous avons omis les termes provenant des coefficients <?„, ce qui n'était 
nuUement nécessaire, mais il m'a paru préférable de ne pas trop charger 
cette exposition de formules d'une application extrémement rare. 

Par les expressions que nous venons d'obtenir, on a mis en pleine 
lumiéré le fait important que, inéme si le diviseur c était de Tordre du 
produit ft^x^y la serie obtenue serait pourtant convergente, bien que tous 
les coefficients fussent du premier ordre par rapport aux excentricités ou 
aux inclinaisons, et de Tordre zéro par rapport aux masse.^ troublantés. 
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9. Examinons encore le cas oii Ton suppose la constante arbitraire 
tres petite par rapport au coefficient x^. Dans ce but, reprenons Téqua- 
tion 

g+.(i-/9,V- /?,/>'= -rco8(/--f(;), 
et décomposons-la dans les deux suivantes: 



r d 



(24) 



^+(1-/9, +h)p,-li,p\ 



= o, 



= — ;-co8(/" — tv) + hpi 



En intégrant la premiére d'elles, nous aurons: 



(d^)=^'-('-Ä+'^)^'+i^»'»'' 



g^ étant la constante d'intégration. 

Maintenant, si nous posons, comme dans le n® 2 : 



il viendra: 



d'ou Ton ti re: 



9_ 



L(i ^k")^ i-y9, +h, 
fldv — x^dXy 



i(|f=.-(.+*')f+H. 



Xj sn .r , 



la constante introduite par la seconde integration étant comprise dans 
Targument x. 

Or, il s'agit de déterminer la constante ,^, qui, dans le cas present, 
n'est plifs arbitraire, mais bien surabondanté. A cet égard, observons 
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que la période de la fonction /?, doit étre celle de cos(/' — w)] il en 
résulte la condition 

-1 — /T = i— =.- — i/-LzA_±i 
x,2K 2XV I + A-' ' 

d'ou 8'obtient le inodule k. 

De la seconde des équations (24) on tire la valeur suflfisarninent 
approchée: 

(25) ' ^'=:^--2Ä''' 

X étant une constante introduJte par rintégration de la dite équation. De 
la il résulte: 

En ne retenant que les premiéres puissances de Ä'^ et de tr, Téquation 
précédente se transfonne en celle-ci: 



3;. 

2 



k^ = 2^-li,+r-y.y, 



ou bien, si Ton adniet Texpression approxiraative 

en la suivante: 

(26) |/9,x?-2«. + y9. +lp.y = l. 

Voila réquation connuo du troisiéine degré qui sert a détenniner le 
coefficient x^. 

Apres avoir introduit, dans la seconde des équations (24), la variable 
X au lieu de 1;, elle s'écrit ainsi: 



T "T 






/>o 



ou p est une constante encore k notre disposition. 

Äela mathematiea. 11. Imprimé !• 6 juillet 1891. 24 
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Admettons la notation 



*? 



et néjyligeons, dans le second membre, le faoteur -\ qui est sensiblement 
egal a Tunité, nons aurons, apres avoir remplacé />, par x]9>nx^y 

(27) ^" — [2 • 3^:' sn o:' — 1 — /.•' — 3»9]/)„ = — r cos (/"— w) + A/), 

I/intégrale de cette équation s^obtenant a Taide des formules que 
nous avons nlléguées dans lo n° 4, il nous reste maintenant a examiner 
si le coefficient v est réel ou imaginaire: dans le premier cas, la fonetion 
Pq pent croitre hors de toutes limites, tandis que, dans le second, elle 
reste comprise entré des limites reelles et déterminées. 

Supposé que p^ soit une fonetion trigonométrique, du moins quant 
ä son terme principal, on doit déterminer la constante p au moyen de 
la formule 

En introduisant cette valeur, avec celle de Ä, dans Texpression précédente 
de tf, nous aurons 

Puis, en utilisant Texpression de v que nous avons obtenue dans le \f 4, 

a savoir 

3 



^ =^\/'V(^'''-^V), 



nous aurons dans le cas actuel: 



-Wiifi'' 



»)■ 



Le plus souvent, on trouvera une valeur de tf, du premier ordre par 
rapport aux masses troublantes, de sorte que -/S^x] devient une quantité 
tres petite par rapport a H, Lorsqu'on est tombé sur un tel cas, la valeur 
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de u est nécessairement imaginaire, ce qui entraine une fonction ne con- 
tenant que des terines périodiques coinine expression de p^. La valeur 
de p serait encore imaginaire, si 9 était une quantité negative; il nous 
reste done a considérer le cas d'une petite valeur positive, tout au pliis 

égale k ^p^x]. 

Reprenons Téquation (26), qui s'éerit aussi de la maniére suivante: 



^?-3 



42a — 3, 



9 A 3 



~x' 



2 r 



i^ est facile de voir que les plus graudes valeurs nuniériques de x^, quon 
en peut tirer, conipatibles avec la nature de notre probléme, sont celles 
qui 8'obtiennent dans le cas de deux racines égalcs. Cela admis, on aura: 

ou: 



De ces valeurs extremes, on tire les relations suivantes: 



^1 



y*'' 



et 

3 



7 — —:,P**i' 



r, 2 



Pour conserver plus de généralité, posons: 



a) 



r 

'i 


= 


3 


^A. 


r 

'i 


= 


3 

2z\ 


'P'iAj 



b) 



z^ et /, étant les racines de Téquation 



z^ — ^(OZ = 2, 
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qui, dans le cas de w = i, admet: 



^0 — ^5 ^1 — — ^ • 



En portant les deux valeurs que nous venons d'établir, dans Tex- 
pression de Ä, nous aurons les deux formules que voici: 

Maintenant, en ayant égard a Texpression 



nous parviendrons aux resultats: 

La preniiére inspection de ces formules nous montre que la seconde 
d^elles donne toujours a u une valeur imaginaire, vu que z^ est restreint 
entré les limites o et — i. Par contre, la premiére expression de u 
pourrait aboutir a des valeurs reelles de i^. En effet, si la condition 

est satisfaite, les deux facteurs du radieal seront positifs, et en conséquence 
la valeur de v sera nécessairement rtelle. Dans un tel cas (qui cependant 
est tres peu probable, vu que la valeur de z^ est, le plus souvent, tres 
petite) le mode d'approximation que nous avons entamé dans le present 
numéro ne serait plus legitime. Mais on pourrait Tutiliser toutes les fois 

que la valeur de ^^ resterait moindre que celle de -x]. 

4 
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^y2 



Cela étaiit, faisons la reinarque que si x'^ est plus grand que — , il 



«ö 



est aussi plus grand que -x\. D^autre part, toutes les fois que ;?' est 

plus grand que -x\, Tapplication de la méthode que nous avons ex- 

posée dans les numéros précédents, nous conduit nécessaircmcnt a des re- 
sultats exacts. Il y a donc des valeurs de ^:^, a savoir celles eoniprises 
entré z^=^ 2 et z^ = V4» ^^^ peuvent rendre Tapplication des inéthodes du 
paragraphe present tres diffieile ou ménie douteuse, mais comme, dans ces 
cas, Téquation du troisiéine degré n'ofFre qu^une seulc racine reelle, on 
peut recourir ä la méthode du deuxiéme paragraphe, qui, justement dans 
le cas actuel, n*oifre point de difFiculté. En efFet, la valeur de n étant 
reelle, les forinules (26) (§ 2) donnent des resultats positifs relativenient 
aux quantités B^ et JS^, de sorte que la valeur du module, calculée 

d^aprés la formule (32), sera tout au plus égale a -. 

Il nous reste encore ä faire une observation .générale. 

Dans le courant des approximations successives, on se heurtera quel- 

quesfois contre des termes contenant Targument variable hors des signes 

trigonométriques. Ces termes n'étant pas admissibles, on peut les détruire 

facilement, comme je Tai fait voir dans le niémoire Die intermediäre Bahn 

des Mondes, Acta mathematica, T. 7, p. 157, auquel il sufifit de 

renvoyer le lecteur. 

(A suivre.) 
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SUR LA COURBURE DES SURFACES 



Lettre adressée å M. Casorati 



PAR 



E. CATALAN 

å LIÉQE. 



Monsieur, 
Je quittais Liége quand j'ai re^u le beau Méinoire que vous nravez 
fait Thonneur et le plaisir de m'offrir. Gette circonstance de déplacement 
voux explique le retard de ma réponse. »rai lu votre Mémoire avee le 
plus vif intérét, et j'ai adiniré la maniére simple et elegante dont vous , 
établissez votre jolie formule: 



^' = i(/^ + A)' 



Atteint-elle le hut que vous vous étiez proposé? Est-elle d'accord avec 
Vidée commtine? Il me parait que non. Voici Tun des motifs de mes doutes. 
i?j étant supposé positif, C ne change pas quand on y reinplace 
7?j par — 72,. En particulier, si Ton considére le cg^téndide dans lequel 
JSj = — 72j, puis la sphére dont le. rayon serait JBp ona, pour ees deux 

surfaces, en deux points correspondants, C = —. Ainsi, le caténoide et 

Ja sphére auraient imme courbure. Gette conclusion est-elle d'accord avec 
Vidée commune? Je vous le dem ande. 

Autrefois, je me suis occupé de cette question de la courbure des 
surfaces, question sur laquelle je n'ai rien publié. Depuis la lecture de 
votre Méntoire, mes vleiUes idées sont revenues; et voici la solution (pro- 
visoire) qui en découle. 

Aeta mathenMtiea. lA. Imprimé le 6 juillet 1891. 
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Coupons un ellipsolde AMB,^ par un plan <xHFy pa- 
ralléle au plan tangent en M. Soient X la distance de 
ces plans, et E Taire de la calotte eUipsoidique. Dautre 
part, considérons la sphére qui aurait O pour centre, et 
031= C pour rayon. Soit S Taire de \a calotte spJiériqtie, 
correspondant a la calotte eUipsoidique. Il me semble que Ton pourrait 

prendre, coinme mesure de la courbure en Jtf, la /m??te de ^^ répondant 

a A = o. Il est vrai que Texpression de E contient des intégrales el- 
liptiques.'' Mais, si Ton développe cette expression suivant les puissances 

de Xj et qu'ensuite on suppose A = o (dans —j, il est possible que le 

resultat soit simple. N^ayant ici aucun livré, je ne puis effectuer ce 
calcul. Je me contente de vous en indiquer le principe, me proposant 
d'y revenir, peut-étre (je suis dans mon yy*^'"® printemps). 

Agréez, Monsieur, Tassurance des sentiments de considération de Votre 
dévoué vieux collégue. 

Spa (Belgique), 17 juin 1890. 



* Ce sera lellipsoide osculatcur^ si la surface doDDée est convcxe. 

* Voir, dans le Jouroal de Liouville, moo Mémoire sur Vaire de Vellipsöukf eiQ. 
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DIE THEORIE DER REGULÅREN GRAPHS 

VON 

JULIUS PETERSEN 

in KOPBNHÅQEN. 

I. In seincm Beweise för die Endlichkeit des ^iner binÄren Form 
zugehörigen Invariantensystems (Mathem atische Annaleiiy Bd. 33) stQtzt 
Hr. HiLBERT sich auf einen von Hrn. Gordan nufgestellten Satz, be- 
trefFend eine gewisse Classe diophantischer Gleichungen. Aus diesem 
Satze folgt, dass man, wenn n gegeben ist, eine epdliche Anzahl Producte 
von der Form 

bilden känn, so dass alle andere Producte derselben Form sich aus den 
gebildetcn durch Multiplication zusam menset zen lassen. Die Producte 
sind dadurch characterisirt, dass die Exponenten positive, ganze Zahlen 
(Null mitgerechnet) sind, und dass der Grad in a?j , rr, , . . . , x^ för jedes 
Product derselbe ist. Die gebildeten Producte werden wir Qrundfactoren 
nennen; sie entsprechen den Grund lösungen der diophantischen Gleich- 
ungen. Ist z. B. w = 3, so muss man a=^=^ haben, und der einzige 
Grundfactor ist 

C^i — ^J(^2 — ^3)K — ^i)- 

För den Beweis des Hrn. Hilbert ist die Endlichkeit der Anzåhl von 
Grundfactoren ausreichend ; för fernere Untersuchurigen wird aber die 
wirkliclie Bestimmung . dieser Ausdröcke von Bedeutung sein; diese Be- 
stiihmung ist der Zweck der folgenden Betrachtungen. Es zeigt sich ein 
merkwördiger Unterschied, nachdem der Grad in den einzelnen Buch- 
staben (der mit dem Grade der entsprechenden Invariante Qbereinstimmt)^ 

J0to maiOmnatiea, lA. Imprimé le 16 mal 1891. 25 
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gerade öder ungerade ist. Im ersteren Falle (und nur dieser kommt bei 
Grundformen ungerader Ordnung vor) stellt sich heraus, dass alle Grund- 
factoren von dem ersten öder zweiten Grade sind (in den einzelnen Buch- 
gtaben); im zweiten, der bei weitem der schwiferigere ist, giebt es dagegen 
Grundfactoren die, för hinlänglich grosses n, von jedem Grade sein können. 
Der einfachste ist vom dritten Grade för n = lo; er ist erst von Hrn. 
Sylvester bemerkt, der gleichzeitig mit mir die Frage nach den Grund- 
factoren in Angriff genommen hat, und mit dem ich vielfach darOber 
verkehrt habe. Obgleich wir die Beantwortung der Frage auf ganz ver- 
schiedenem Wege gesucht haben, habe ich doch seinen Mittheilungen eine 
Erregung zu verdanken, ohne die ich vielleicht längst von den grossen 
Schwierigkeiten, die sich ftir jeden Schritt darbieten, ermQdet worden wftre. 

• 

2. Man känn der Aufgabe eine geometrische Form geben, indem 
man x^ j x^ , . . . ^ x^ durch beliebige Punkte der Ebene repräsentirt, während 
der Factor x^ — Xp durch eine beliebige Verbindungslinie zwischen x^ 
und Xp dargestellt wird. Man erhält so fttr das Product eine Figur, 
welche aus n Punkten besteht, die so verbunden sind, dass in jedem 
Punkte gleich viele Linien zusammenlaufen. Dieselben zwei Punkte kOnnen 
durch mehrere Linien verbunden sein. Als BeispieL betrachte man die 
Figur i, die das Product 

{x, — x,y\x, — x,)\x^ ~ x,){x, — x,){x, — x,){x, - X,) 

darstellt. 

Englische Verfasser haben för ähnliche Figuren den Namen graph 
eingeföhrt; ich werde diesen Namen beibehalten und nenne den graph re- 
gular, weil in jedem Punkte gleich vicle Linien zusammenlaufen. För 
Halbinvarianten wQrden irreguläre graphs in Betracht kommen, was doch 
hier nicht naher besprochen werden soU. 

Durch die Ordnung eines graphs werde ich die Anzahl der Punkte 
(die Ordnung der binftren Grundform) verstehen, durch den Ghrad die 
Anzahl der in jedem Punkte zusammenlaufenden Linien (den Grad der 
entsprechenden Invariante). Durch Gl öder einfach G^ werde ich einen 
graph von der Ordnung n und vom Grade a verstehen. Ein solcher l&sfit 
sich zerlegen öder in Factoren auflösen, wenn man andere graphs von 

• 

derselben Ordnung aber von niedrigerem Grade finden känn, die durch 
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Oberlagerung den gegebenen graph herstellen. Ein graph, der sich nicht 
in Bolcher Weise auflösen lässt, heisst primitiv. Unsere Aufgabe geht auf 
die Bestimmung aller primitiven graphs aus. 

Sind die Punkte a , & , c , . . . , und bezeichnen wir die Verbindungs- 
linien durch 06 , cic , éc , . . . , den graph durch {aby{bcy , . . . , dann wird 
in diegem Ausdrucke jeder Buchstebe gleich oft vorkommen, indein die 
Exponenten berOcksichtigt werden. - 

Gewöhnlich setzen wir voraus, dass der graph nicht von graphs 
niedrigerer Ordnung zusammengesetzt ist, das ist, daop er nicht aus Theilen 
besteht, die unter sich nicht verbunden sind. 



Oraphs von geradem Qrade. 

3. Ein graph zweiten Grades besteht. aus geschlossenen' Polygonen;- 
sind diese alle von ger åder SeitenanzaM, so lässt sich der graph in ztoei 
Factoren er sten Grades zerlegen; in allén änder en Fällén ist er primitiv: 

Wir kOnnen nämlich von einem beliebigen Punkte a ausgehen und 
einer Linie ab folgen; in b laufen zwei Linien zusammen; wir können 
daher den Weg von b aus z. B. nach c fortsetzen; indem wir so fort- 
fahren und keine Linie mehr als einmal durchlaufeii, n^Ussen wir wieder 
nach a kommen und haben so ein geschlosseues Polygon gefunden; finden 
sich noch mehrere Linien im graph, werden diese in derselben Weise be- 
handelt; am Ende haben wir dann alle Linien des graphs als Seiten ge- 
schlossener Polygone geordnet. Unter diesen können Zweiecke (Doppel- 
linien) vorkommen. 

Bekommen wir in der angegebenen Weise nur ein Polygon, und hat 
dieses eine gerade Anzahlvon Seiten, dann lässt der graph sich in zwei 
Factoren ersten Grades zerlegen, indem die erste, dritte, fQnfte, . . . Linie 
zusammengenommen einen graph ersten Grades bilden, wahrend dasselbe 
von den ttbrigen Seiten gilt. Besteht der graph aus p Polygonen, die 
alle eine gerade Anzahl von Seiten haben, und nehmen wir von jedem 
der Polygone die Hftlfte der Seiten in der angegebenen Weise, dann wird 
der graph zerlegt und zwar durch verschiedene Combination der Polygon- 
iheile in 2*^* verschiedenen Weisen. Sind nicht alle Polygone von ge- 
rader Seitenanzahl, dann ist der graph, wie man leicht sieht, primitiv. 
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4. Wir woUen annehmen, dass ein graph von beliebigem Grade 
a + fi sich auf zwei verschiedene Weisen in zwei andere von den Graden 
a und jS zerlegen lässt. Der Uberschaulichkeit wegen machen wir die 
Linien des ersten blau^ die Linien des zweiten rotb, so dass in jedein 
Punkte a blaue und /9 rothe Linien zusammenlaufen. Die zweite 2^r- 
legung muss sich aus der ersten bilden lassen^ indem gewisse Linien der 
zwei Factoren vertauscht werden, das ist, indem gewisse rothe Linien blau 
und gewisse blaue Linien roth gemacht werden. Diese zwei Systerae von 
Linien mössen, mit Buchstaben geschrieben [{(^bY{bcy . . .] dieselben Buch- 
staben gleich oft enthalten, da die Vertauschung die Anzahl Male, in 
denen jeder Buchstabe in jedem der Factoren vorkommt, nicht ändern 
darf. Findet man nun z. B. ab unter den blauen vertauschten Linien, 
dann muss man unter den rothen b z. B. in be finden, dann wieder unter 
den blauen. c z. B. in c^ und so weiter, ^ bis man a unter den rothen 
findet. Die Linien, welche vertauscht werden sollen, mössen daher ein 
öder mehrere geschlossene Polygone bilden, in denen die Seiten ab- 
wechselnd roth und blau sind, und die daher alle von gerader Seiten- 
anzahl sind. Die zweite Zerlegung wird erreicht, wenn wir ip den be- 
sprochenen Polygonen die Farben öberall verändern. (Fig. 2 und 3.) 

Solche Polygone werde ich Wechselpolygone nennen, während eine 
Wechsdlinie öder ein Wechsélweg eine ofifene polygonale Linie, wo die 
Seiten ab wechselnd roth und blau sind, bedeutet. 

Wir haben so den Satz gewonnen: 

Wenn em bdiebiger graph sich in mehreren Weisen in zwei Factoren 
von gegebenen Graden zerlegen lässt (einen blauen und einen rothen), dann 
lässt sich jede Zerlegung aus Jeder anderen bilden, indem die Seiten ge- 
wisser Wechselpolygone ihre Farben verändern. 

Ebenso ist leicht ersichtlich, dass: 

Wenn ein beliebiger graph in zwei Factoren zerlegt ist und sich auf 
der Figur ein Wechsélpolygon findet, dann erhält man eine neue Zerkgung, 
wenn man die Farben aller Seiten des WecJiselpolygons verändert. 

5. Jeder graph geraden Grades lässt sich in einem gescMossenen Zuge 
zeichnen, vorausgesetzt dass er nicht dus Theilen ohne Verbindung bestékt. 
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Um diesen Satz zu beweisen folgen wir continuirlich den Linien, 
indem wir von einem beliebigen der Punkte, a, ausgehen und in beliebiger 
Weise fortschreiten, nur dass keine Linie mehr als einmal d urchgelauf en 
werden darf. Jedes Mal, wenn wir einen Punkt passiren, durchlaufen wir 
zwei der im Punkte zusammenstossenden Linien, wahrend eine gerade An- 
zahl (NuU mitgerechnet) noch nicht durchgelaufener zurtickbleibt. Wenn 
wir nicht weiter kommen kOnnen, mOssen wir daher in a sein und alle 
davon auslaufende Linien passirt haben. Wir haben so einen geschlos- 
senen Zug gebildet. Sind alle darin vorkommende Punkte so oft wie 
mOglich passirt, dann haben wir den ganzen graph durchgelaufen, da im 
anderen Falle ein Theil des graphs existierte, der mit dem öbrigen Theil 
ohne Verbindung war. 

Ist beim Zuge ein Punkt b zwar passierjt, aber nicht so oft wie 
mOglich, dann können wir den Zug bei b öfifnen und das eine Ende iliber 
b hinaus fortsetzen, bis wir in b wieder den vergrösserten Zug schliessen, 
wenn alle von b auslaufende Linien passiert sind; in dieser Weise können 
wir den Zug immer erweitern, bis er alle Linien des graphs enthalt. 

Besteht der graph aus mehreren nicht unter sich verbundenen Theilen, 
so bekommen wir so viele Zftge als Theile da sind. Ist dieses nicht der 
Fall, 80 zeichnen wir ein geschlossenes Polygon wo die Seiten sich wie im 
Zuge folgen und wie auf der ursprtinglichen Figur bezeichnet " werden. 
War diese vom- Grade 2a, dann wird an den Ecken des gezeichneten 
Polygons jeder der Buchstaben a Mal vorkommen. Dieses Polygon werden 
wir den atcsgestreckten graph nennen. 

Als Beispiel können wir Fig. 4 bctrachten; wir machcn hier den Zug 

ab beeccaabbdda. 

öfifnen wir bei rf, können wir hier den Zug 

dcceed 

einschalten, und wir können dann den ausgestreckten graph (Fig. 5) 
zeichnen. 

Man sieht ttbrigens leicht, dass der bewiesene Satz auch ftir nicht 
regulare graphs gilt, wenn nur in jedem Punkte eine gerade Anzahl von 
Linien zusammenlaufen. So gilt der Satz z. B. fUr jede algebraische 
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Curve, die nicht aus Theileii ohnc Vcrbinduiig unter sich besteht und 
mit einer geeigneten Auffassung von uncndlichen Zweigen. 

6. Jeder graph vierten Gr (ides lässt sich in zwei Factoren zweiten 
Grades zerlegen. 

Wird der graph (Fig. 4) in der oben entwickeltcn Weise ausgestreckt, 
dann erhalten wir ein Polygon (Fig. 5), wo jeder Buchstabe des graphs 
an den Ecken zweimal vorkoniint, und welches eine gerade Anzahl von 
Seiten hat. Farben wir jetzt dic Seiten dieses Polygons abwechselnd blau 
und rothy so sind die Endpunkte der rothen und die Endpunkte der 
blauen mit denselben Buchstaben bezeichnet, so das jeder Buchstabe bei 
den blauen zwei Mal vorkomint. Pöhren wir die Farben der Linien auf 
den graph hinöber^ mössen folglich in jedem Punkte zwei rothe und zwei 
blaue Linien zusammenlaufen (Fig. 6). Der graph ist daher in zwei Fac- 
toren zweiten Grades zcrlegt. 

In derselben Weise känn jeder graph G^a in zwei Factoren G^ zerlegt 
werden^ wenn nur die ganze Anzahl der Linien gerade ist, dass heisst, 
wenn nicht a und n beide ungerade sind. Ist dies der Fall, dann ist 
die genanntc 2^rlegung unmöglich, da kein graph von ungerader Ordnung 
und ungeradem Grade existiert. Es ist vorausgesetzt, dass der graph nicht 
aus nichtverbundenen Theilen besteht. 

7. Aus einem graph geraden Grades G^^ können wir einen neuen 
G'^a bilden^ indem wir zwei nicht zusammenstossende Linien ab und cd 
entfernen und för diesc zwei neue Linien ac und hd öder ad und hc hin- 
einsetzen. Finden sich mehrere Linien aft, so wird nur die eine entfernt. 
Ob eine zugesetzte Linie sich schon ira graph findet, ist ohne Bedeutung; 
sie bekommt dann eine um eins erhöhte Multiplicität. Ich werde die 
zwei graphs gepaart nennen. 

Wenr^ v(m zwei gepaarten graphs der eine sich in Factoren zweiten 
Grades zerlegen lässt, dann lässt sich der andere in eben solche Factoren 
zerlegen. 

Um diesen Satz zu beweisen, denken wir uns, dass (r,^ in Factoren 
zweiten Grades zerlegt ist. Finden sich nun ah und cd in demselben 
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Factor zweiten Grades, dann geht dieger durch die Änder ung in einen 
neuen graph zweiten Grades tiber, wfthrend die ttbrlgen Factoren (die 
auch ab und cd enthalten können) ungeändert bleiben. G^a ist 8omit in 
Factoren zweiten Grades zerlegt. Finden sich aber ab und cd in zwei 
verKchiedenen der Factoren, dann bilden wir aus diesen zwei ihr Product., 
welches vom vierten Grade ist. Gehen wir jetzt zu öj^ öber, indem wir 
die Änderung ausfcihren, dann geht der Factor vierten Grades in einen 
neuen Factor vierten Grades tiber, während alle Factoren zweiten Grades 
ungeändert bleiben. Nun lässt sich aber, wie oben gezeigt, jeder graph 
vierten Grades in zwei Factoren zweiten Grades zerlegen. öj„ lässt sich 
also auch in diesem Falle in Factoren zweiten Grades zerlegen. 

8. Durch successiva Anwendung der in 7 besprochenen Änderung lässt 
sich Jeder graph in jeden änder en von derselben Ordnung und demselben 
Grad aberfUhren. 

Wir denken uns, dass wir einen gegebenen graph in einen anderen, 
der. den Factor zweiten Grades ab be cd de ef . . .ka enthält, ftberfohren 
wöllen. Wir denken uns ferner, dass wir in dem gegebenen graph die 
Linien ab , be ^ cd aber nicht de finden. Alle von d und e ausgehende 
Linien können nicht in einen Punkt zusammenlaufen; wir mUssen daher 
zwei Linien dg und eh finden können, wo g und h verschiedene Punkte 
sind. Wir setzen dann de und gh statt dg und eh und haben so de ein- 
geföhrt; ist cd raehrfach, dann ist es gleichgliltig, ob ^ in c fällt; ist cd 
dagegen einfach, 'dftrfen wir nicht ^ in c nehmen, um nicht die schon 
eingeffthrte Linie cd zu entfernen. Da die Qbrigen von d und e aus- 
gehenden Linien nicht in einen Punkt zusammenlaufen können, ist es 
aber immer möglich ftir g einen anderen Punkt als c zu wählen. Wir 
sehen also, dass es immer möglich ist eine neue der gewftnschten Linien 
einzuftkhren, ohne eine von den schon eingeföhrten Linien zu entfernen; 
wir können dann in dieser Weise fortsetzen, bis wir den gegebenen Factor 
zweiten Grades in dem gebildeten graph finden. Wir entfernen jetzt vor- 
läufig diesen Factor und behalten zurOck einen graph, der wieder so ge- 
ändert werden känn, dass ein beliebig gegebener Factor zweiten Grades 
eingeftthrt wird. Indem wir in dieser Weise fortfahren, bekommen wir 
zuletzt einen graph, der von beliebig gewählten Factoren zweiten Grades 
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zusammengesetzt ist. Ein anderer graph von derselben Ordnung und 
Grad iJlsst sich auch in diesen und daher auch in den ersten Qberffthren. 

9. Jeder graph ger ad en Grades lässt sich in Factoren zweiten Gr odes 
zerlegen. 

Wir haben nrimlich in 8 gesehen, dass wir eine Reihe graphs bilden 
könncn, die mit einem beliebig gegebenen anfftngt und mifeineni in 
Factoren zweiten Grades zqrlegten endigt, und von denen jede zwei nach 
einander folgende gepaart sind. Zufolge des in 7 bewiesenen Satzes sind 
dann alle graphs in der ganzen Reihe in Factoren zweiten Grades zer- 
legbar. 

Wir haben so das erste Ziel ^ unserer Untersuchungen erreicht, in- 
dem wir bewiesen haben, dass wenn wir alle graphs ersten Grades und alle 
primitive graphs zweiten Grades bilden, dann lassen sich aus diesen alle 
anderen von geradem Grade durch tlberlagerung (Multiplication) bilden. 
Daraus folgt, dass die Grundlöaungen der diophantischen Gleichungen, 
durch welche die Exponenten (die Multiplicität der Fiinien) bestimmt 
werden, in dem betrachteten Falle nur die Zahlen o, i und 2 sein können.- 

Wir werden die primitiven graphs för die ersten Werthe von n auf- 
stellen. FOr n = 2 bekommen wir eine einzelne Linie, för w = 3, wie 
Seite 193 angeföhrt, ein Dreieck; för w = 4, zwei einzelne Linien, ent- 
sprechend (o^, — ^a)i^z "^ ^'4) ""^ ^^^ zwei Produkten, die hieraus durch 
VertÄUSchung der Buchstaben gebildet werden können. Die graphs von 
ungeradem Grade geben, was spater gezeigt werden soll, zu keinen neuen 
primitiven graphs Veranlassung, so länge n< 10. För n= 5 giebt es 
zwei primitive Formen der graphsj die eine das Fönfeck, die andere aus 
einem Dreiecke und einem Zweiecke zusammengesetzt. För n = 6 ist der 
von zwei Dreiecken zusammengesetzte graph zweiten Grades priipitiv, 
w^ährend die öbrigen vom zweiten Grade sich zerlegen lassen u. s. w. 

10. Ein graph vierten Grades Jasst sich, wie wir gezeigt haben, 
immer in zwei Factoren zweiten Grades zerlegen, und zwar im Allge- 
meinen in verschiedenen Weisen, da die durch Farbung der Linien zer- 



' MeiD Beweis war ursprtioglich Dicht ^aDz so einfach wie jetzf ; die Verbesseruog 
verdanke ich dem Hrn. Direktor 61NG. 
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legte Figur gewohnlich viele Wechselpolygone eiitlmlten wird. Ich werde 
beweisen, dass man, einige sehr specielle Fälle ausgenominen, iinmer zwei 
beliebige der Linien wählen känn und zwei Zerlegungen der Art bewerk- 
stelligen, dass die zwei Linien sich bei der einen Zerlegung in demselben, 
bei der anderen in verschiedenen Factoren finden. Mit anderen Worten, 
wir können in eineni zerlegten grapli ein Wechselpolygon finden, in dem 
eine beliebig gewahlte Linie Seite, eine andere beliebig gewählte Linie 
nicht Seite istt. Ein solches Polygon wird uns namlich erlauben die Farbe 
der einen Linie zu verÄndern, wahrend die Farbe der anderen ungeändert 
bleibt. Die Ausnahmefälle treten dann ein, wenn jedes Wechselpolygon, 
welches die eine Linie als Seite hat, auch die andere als Seite haben 
muss, so dass beide Linien gleichzeitig die Farben verUndern miissen. Ich 
werde zwei Linien mit dieser Eigenschaft gepaart nennen. Sie können 
dieselbe öder verschiedene Farben haben. Das gepaarte Linien vorkommen 
können, ersehen wir durch die folgende Uberlegung. 

Ein graph zweiten Grades, also auch ein graph vierten Grades, ist von 
geschlossenen Polygonen zusammengesetzt, wo alle Seiten eines Polygons 
dieselbe Farbe haben. Eine öder mehrere beliebige, geschlossene Curven 
mttssen jedes der Polygone eine gerade Anzahl Male schneiden (NuU mit- 
gerechnet). Wenn daher der graph aus zwei Theilen besteht, die unter sich 
nur durch zwei Linien verbunden sind, mössen diese zu demselben Po- 
lygone gehören und daher dieselbe Farbe haben. Zwei solche Linien sind 
also gepaart. Uberhaupt muss jede geschlossene Curve eine gerade An- 
zahl rother und eine gerade Anzahl bWuer Linien schneiden. Wir wollen 
annehmen, dass wir eine öder mehrere geschlossene Curven der Art zeich- 
nen können, dass die Anzahl der Schnittpunkte mit den Linien des graphs 
för zwei der Linien eine gerade (NuU mitgerecbnet), för die öbrigen eine 
ungerade ist. Wir können dann beweisen, dass die zwei Linien ge- 
paart sind. 

i) n gerade. Ist die Seitenanzahl des Polygons zu dem die eine 
Linie gehört, gerade, dann muss die zweite Linie zu demselben Polygon 
gehören, da die ganze Anzahl von Schnittpunkten mit allén Seiten des 
Polygons gerade ist. Ist die Seitenanzahl des Polygons ungerade, muss 
es noch ein Polyfon mit ungerader Seitenanzahl und von derselben Farbe 
geben; die zweite Linie muss dann zu diesem Polygone geliören. In 
boiden Fallen mövssen die zwei Linien gepaart und von derselben Farbe 

Arta mat hf mat ira. lö. Troprlmé le 2*\ aoOt 1R91. 26 
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sein. Im ersten Falle sind die Polygone alle von gerader Seitenanzahl 
und der graph l&sst sich also in Factoren ersten Grades zerlegen; im 
zweiten Falle sind alle rothe öder alle blaue Polygone von gerader Seiten- 
anzahl, so dass der eine Factor sich zerlegen lÄsst 

2) n ungerade. Es mössen wenigstens ein rothes und ein blaues 
Polygon von ungerader Seitenanzahl vorkommen, und in jedem von diesen 
muss eine der Linien Seite sein. Die zwei Linien sind also gepaart und 
. haben verschiedene Farben. 

Es entsteht die Frage ob die hier gefundenen hinlftnglichen Be- 
dingungen auch notwendig sind; diese Frage wird später beantwortet. 

Känn man eine öder mehrere Curven der Art zeichnen, dass fttr jede 
Linie die Anzahl der Schnittpunkte eine ungerade ist, so känn von den 
Polygonen keines eine ungerade Seitenanzahl haben; der graph lÄsst sich 
dann, wie fröher gezeigt, in vier Factoren ersten Grades zerlegen. Dieser 
Satz Vä&st sich nicht umkehren. 

Wir wollen annehmen, dass wir eine Anzahl geschlossener Curven 
der Art gezeichnet haben, dass die Anzahl der Linien, die eine ungerade 
Anzahl von Schnittpunkien haben, so gross wie möglich ist. Die Curven 
theilen die Ebene in Flachenstttcke, die wir uns abwechselnd als schwarz 
öder weiss denken wollen.^ Gehen wir continuirlich von einem Stttck in 
ein anderes Uber, dann mOssen wir die Curven eine gerade öder eine un- 
gerade Anzahl Male passieren, je nachdem die zwei Flächenstöcke ähnlich 
öder verschieden gefarbt sind. Wir wollen dieses bentitzen, um einem 
graph eine mehr tiberschauliche Form zu geben. Wir ziehen eine Gerade 
und setzen die Punkte des graphs, deren Lage ja ohne Bedeutung ist, auf 
der einen öder der andem Seite der Geraden ab, je nachdem sie ur- 
sprtlnglich in einem weissen öder einem schwarzen Flachentheil liegen. 
Ziehen wir nun die Verbindungslinien, so werden diese von der Geraden 
einmal öder gar nicht geschnitten, je nachdem ihre ursprtingliohe Anzahl 
von Schnittpunkten ungerade öder gerade war, denn wenn Schnittpunkte 
dnrch continuirliche Anderung zum Verschwinden gebracht werde^n, mössen 
sie immer zu Paaren verschwinden. Wir ersehen hieraus, dass die Be- 
dingung daför, dass alle Linien mit den Curven eine ungerade Anzahl 



^ Dass dioses luöglich ist^ beweist man leicht, iodetu man bei kloinen Änderungcn 
der Curven bewerkstelligen kaon, dass diese sich nicht sehneidcn. 
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von Schnittpunkten bekommen können, ist, dass die Punkte des graphs 
in zwei solche Systeme zerfallen, das Punkte des einen Systems nur mit 
Punkten des anderen Systems verbunden sind. 

1 1 . Wir woUen jetzt die Bedingung daftir suchen, dass zwei Linien 
des graphs db und cd gepaart sind. Um diese zu finden, zeichnen wir 
den graph ausgestreckt und erhalten dadurch ein geschlossenes Polygon 
mit abwechselnd rothen und blauen Seiten. Die Ecken sind mit den 
Buchstaben des graphs a ^ b j c y . . , bezeichnet, und jeder der Buchstaben 
iindet sich bei zwei Ecken. Wir ziehen dann die Verbindungslinien (Fig. 7) 
aa j bb y cc j . . . und nennen diese gerade öder ungerade, je nachdem sie 
eine gerade öder eine ungerade Anzahl Seiten des Polygons abschneiden. 
Bei den geraden endigen die abgeschnittenen Theile mit Linien verschie- 
dener Farbe, bei den ungeraden mit Linien derselben Farbe. 

Wir können auf unserer Figur alle Wechselwege des gegébenen 
graphs verfolgen. Wir haben nur dem Umkreise des Polygons zu folgen, 
doch so, dass wir von jedem Punkte zu dera anderen Ende seiner Ver- 
bindungslinie hinQberspringen können, um von dort aus mit der passenden 
Farbe weiter zu gehcn. Wir bemerken, dass die Richtung, in der wir 
das Polygon umkreisen, durch einen solchen Sprung getodert öder nicht 
geftndert wird, je nachdem die Verbindungslinie ungerade öder gerade ist. 

Wenn wir jetzt untcrsuchen wollen, ob ab und cd gepaart sind, dann 
ziehen wir quer öber das Polygon eine Linie, welche ab und cd schneidet, 
und die wir die Querlinie nennen wollen. (Fig. 7.) 

Wenn die Querlinie keine Verbindungslinie schneidet, so sind ab und 
cd gepaart, denn der graph besteht dann aus zwei Theilen, die nur durch 
ab und cd verbunden sind. 

Wenn die Querlinie eine gerade Verbindungslinie z^ B. mm schneidet j 
dann sind ab und cd nicht gepaart. 

Wir können nänilich von a aus tlber b und weiter nach m gehen 
und dann tiber die Verbindungslinie nach der zNveiten Ecke m sp ringen; 
da mm gerade ist, wird die Umlaufsrichtung nicht geftndert, und wir 
können daher weiter zu a dem Umkreise folgen. Wir haben dann ein 
Wechselpolygon ama gébildet, in dem ab aber nicht cd Seite ist. Die 
zwei Linien können daher nicht gepaart sein. 
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Wenn die Querlinie alle ungeraden und keine gerade Verbindungslinie 
schneidety dann sihd a b und cd gepaart. 

Wenn wir nämlich wie oben mit ah anfangen, könnén wir mit einem 
Wechselweg, ohne cd zu passieren, nie nach a kommen. Wir mttssen 
nämlich, uni von b aus nach a, also auf die andere Seite der Querlinie, 
zu kommen, eine ungerade Anzahl von ungeraden Verbindungslinien pas- 
sireii. Wie wir auch gehen, mOssen wir daher jedesmal, wenn wir uns 
auf derselben Seite der Querlinie wie a befinden, in der Richtung von a 
weg fortschreiten. In jedem Wechselpolygon, wo db Seite ist, muss daher 
auch cd Seite sein, das heisst, die zwei Linien sind gepaart. 

Wir haben so eine ausreichende Bedingung dafftr gefunden, dass ab 
und cd gepaart sind und werden jetzt beweisen dass, mit einer speciellen 
Ausnahme, die Bedingung auch notwendig ist. Um diesen Beweis zu er- 
leichtern, woUen wir erst eine Bemerkung thun. 

Eine ungerade Verbindungslinie schneidet vom Polygon ein Stock ab, 
dessen äusserste Seiten dieselben Farben haben. Wir wollen ein solches 
Stttck umkehren, so dass die zwei Endpunkte ihren Platz vertauschen ; 
wir haben dadurch die Linien des graphs im ausgestreckten graph eine 
neue Ordnung gegeben, ohne dass die Farben dadurch verändert sind. 
Das Umkehren hat aber den Einfiuss gehabt, dass jede Verbindungslinie 
zwischen einem Punkte des umgekehrten Stiickes und einem nicht zu 
diesem gchörigen Punkte ihre Natur gewechselt hat, so dass die geraden 
ungenide, die ungeraden gerade geworden sind. Wird z. B. (Fig. 7) das 
Stttck fecbaf umgekehrt, dann werden aa , bb und cc ungerade, während 
ee ijerade wird. 

Wir werden jetzt annehmen, dass die Querlinie nur ungerade Ver- 
bindungslinien, aber nicht alle solche Linien schneidet. Sei mm eine un- 
gerade Verbindungslinie, die von der Querlinie nicht geschnitten wird. 
Wir merken uns alle Verbindungslinien, welche mm schneiden, ebenso 
alle die, welche wiederum diese schneiden und so weiter; es können dann 
zwei Fälle eintreten: 

I.) Wir erreichen in dieser Weise keine Verbindungslinie, welche 
die Querlinie schneidet; wir erreichen also nur Punkte welche auf der- 
selben Seite der Querlinie liegen; sind die äussersten r und s (Fig. 8), 
dann kommt jeder Buchstabe, der sich von r bis s tindet, dort zweimal 
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vor; diese Putikte sind dann äuf dem graph unter sich verbunden und 
stehen nur durch zwei Linien rp und sq mit dem Qbrigen Theil des 
graphs in Verbindung. rp und sq mössen dann diéselbe Farbe . baben^ 
und jeder Wechselweg, der durch pr in den abgeschriittenen Theil hin- 
eintritt, muss diesen durch sq verlassen; wir können daher, wenn wir 
von ab aus Wechselpolygone bilden wollen, den Theil des Polygons von 
p nach q ganz fortlassen, indem wir ihn durch eine Linie pq ersetzen, 
welcher Linie wir die fQr rp und sq gemeinschaftliche Farbe geben. Es 
känn mehrere solche Stöcke geben; sie werden dann in derselben Weise 
behandelt, und wir betrachten nur den reducierten graph. 

2.) Wir kommen durch das angegebene Verfahren einst zu einer 
Verbindungslinie, welche die Querlinie schneidet. Diese sei ff; sie wurde 
gefunden als eine andere Verbindungslinie gg schneidend,. diese als hh 
schneidend und so weiter; indem wir so zurttckgehen, mtlssen wir einst 
eine ungerade Verbindungslinie begegnen, wenn nicht frtther dann, wenn wir 
zu mm kommen. Sei kk die erste ungerade Verbindungslinie die wir treffen; 
wir haben danp eine Reihe von Verbindungslinien, wo die erste ff und die 
letzte kk ungerade, die tibrigen gerade sind; jede schneidet die vorher- 
gehende und die nachfolgende und keine andere, und nur ff schneidet 
die Querlinie. 

Wenn wir jetzt in der fröher angegebenen Weise kk umkehren, dann 
wird die nftchste in der Reihe ungerade; kehren wir diese um, so wird wicder 
die nächste ungerade und so weiter, bis gg ungerade und zuletzt ff gerade 
wird. Wir wissen aber, dass wenn die Querlinie eine gerade Verbindungs- 
linie schneidet, dann werden ab und cd nicht gepaart. 

Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 

Die notwendige und ausreichende Bedingung dafur, dass in einem graph 
zwei Linien gepaart sind, ist, dass die zu den zwei Linien im ausgestreckten, 
reducierten graph gehör ige Querlinie alle ungeraden und keine gerade Ver- 
bifidungslinie schneidet. 

Um diese Bedingung mit den frtther gefundenen unvollstandigen Be- 
dingung in Verbindung zu bringen, zeichnen wir den ausgestreckten 
graph in Zickzack (Fig. 9), so dass die Ecken abwechselnd Spitzen und 
Thäler bilden. Eine gerade Verbindungslinie verbindet dann zwei Spitzen 
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oder zwei Thaler; währeiid eine ungerade eine Spitze mit eineni Thal 
verbindet. Es giebt dann mehrere F&lle: 

I.) n ungerade. ab und cd gleichfarbig. (Fig. 9.) Auf der einen 
Seite der Querlinie findet man eine gerade Anzahl von Spitzen und eine 
gerade Anzahl von Thälern, während auf der anderen Seite die. Anzahl 
beider ungerade ist. Der im Satze besprochene Fall känn hier nicht 
eintreten, denn die ungeraden VerbindungsHnien sollten eine gerade Anzahl 
Spitzen auf der einen Seite der Querlinie mit einer ungeraden Anzahl 
ThRlern auf der anderen Seite verbinden, was unmöglich ist. Die ge- 
paarten Linien mOssen daher ungleichfarbig sein. 

2.) n gerade; ab und cd ungleichfarbig. 

Auf jeder Seite der Querlinie findet man eine gerade Anzahl von 
Spitzen und eine ungerade Anzahl von Thälern oder umgekehrt. Die un- 
geraden VerbindungsHnien können auch hier nicht gezogen werden; die 
gepaarteh Linien mOssen a]so gleichfarbig sein. Wir ha ben also den Satz: 

In einem graph sind gepaarte Linien gleichfarbig, wenn die Ordnung 
des reducierten graphs gerade, ungleichfarbig , wenn diese Ordnung un- 
gerade ist. 

Wir mtlssen erinnern, dass bei der Reduction nur solche Theile zu 
entfernen sind, in denen die zu untersuchenden Linien nicht vorkommen. 
Haben wir z. B. einen graph zehnt/Cr Ordnung, der, wenn wir för zwei 
Linien pr und qs die neuen pq und rs setzen, sich in zwei graphs 
fttnfter Ordnung theilt, dann mössen zwei gepaarte Linien, die beide in 
einem Theil liegen, ungleichfarbig sein, während sie, wenn in jedem der 
Theile eine der Linien liegt, gleichfarbig sein mtlssen. 

12. Wir gehen jetzt von dem ausgestreckten graph zu dem wirk- 
lichen graph ttber, indem wir die Punkte auf beiden Seiten einer Geraden 
AB absetzen; wir thun dieses in der Weise, dass wir auf der einen Seite 
alle Punkte absetzen, deren entsprechende Buchstaben sich an den Spitzen 
der einen Seite und an den Thälern der anderen Seite der Querlinie be- 
finden. Auf der entgegengesetzten Seite von AB werden dann die Punkte 
abgesetzt, deren entsprechende Buchstaben an den Thälern der ersten und 
an den Spitzen der zweiten Seite der Querlinie sich finden. Eine solche 
Absetzung ist immer möglich, wenn ab und cd gepaart sind, denn ist z. B. 
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mm gerade, dann stehen die zwei Buchstaben m beide an Spitzen öder 
beide an Thftlern auf derselben Seite der Querlinie; ist aber mm ungerade, 
dann stebt m einmal an einer Spitze auf der einen Seite und einmal an 
einem Thal auf der anderen Seite der Querlinie. Wir verbinden jetzt die 
Punkte mit den Linien des graphs. a und b sind auf derselben Seite, 
ebenso c und d. Die Linien ab und cd werden daher nicht von AB ge- 
schnitten. Dagegen muss AB jede andere Linie schneiden, wie die fol- 
gende Cberlegung zeigt. Ist mm gerade, und finden wir an dem einen 
Ende die Polygonseiten am und m/9, am anderen Ende 7*/» und måy dann 
stehen m und m an zwei Spitzen (Thälern) auf der einen Seite der Quer- 
linie, während a , y9 , ^ , <J an Thälern (Spitzen) steht. Wird m Qber AB 
abgesetzt, so mtlssen daher a , p ^ j' j å unter AB abgesetzt werden, und die 
vier von m auslaufenden Linien schneiden alle AB. Ist mm ungerade, 
kommen wir auf ähnliche Weise zu demselben Resultat. Also: 

Wenn zwei Linien gepaart sind, känn der reducierte grapk so ge- 
zeicknet werden, dass eine Gerade alle Linien nur nicht die ztoei gepaarten 
schneidet. 

Gehen wir continuirlich zu einer beliebigen Lage der Punkte ttber, 
so bekommen wir statt AB eine öder mehrere geschlosscne Curven, die die 
gepaarten Linien eine gerade, die tibrigen eine ungerade Anzahl Male 
schneiden. Liegen ab und cd auf verschiedenen Seiten von AB^ so muss die 
Ordnung gerade sein, und die zwei Linien haben diesel be Farbe; jedes 
geschlossene Polygon, welches beide Linien öder keine von ihnen enthält, 
muss von gerader Seitenanzahl sein, während cin Polygon, welches nur 
die eine Linie enthält, eine ungerade Anzahl von Seiten haben muss. 
Liegen ab und cd auf derselben Seite von AB^ dann muss die Ordnung 
ungerade sein und die* Linien daher verschiedene Farben haben. 



Oraphs van ungerad&m Grade. 

13. Während unter den graplis geraden Grades sich keine primitiven 
von höherem Grade als dem zweiten finden, lassen sich primitive graphs von 
jedeni ungeraden Grade construiren. Ist der Grad z. B. 2a + i, dann können 
wir von einem Punkte aus 2ot + i Linien ziehen, und jede dieser Linien 
mit zwei a-fache Linien fortsetzen, die dann durch eine a -f- i-fache Linie 
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verbunden werden. Der so entstandene graph von der Ordnung 6ot -|- 4 
ist offenbar primitiv, denn der erste Punkt känn nicht in einem gesehlos- 
senen Polygon Ecke werden, und der graph känn daher keinen Factor 
zweiten Grades haben. fet a = i, bekommen wir in dieser Weise den 
frtiher genannten SYLVESTER^schen graph, der tiberhaupt der einfachste 
primitive graph ungeraden Grades ist. (Fig. ii.) 

Wir wollen die Ordnung, die gerade sein muss, mit 2n bezeichnen 
und den folgenden Satz beweisen: 

2n 

FÅn graph, dessen Grad höher als 1- i ist, känn nicht primitiv sein. 

Wir denken ims, dass wir auf dem graph vom Grade g ein System 
von a Linien aufsuchen deren 2a Endpunkte alle verscbieden sind. Es 
giebt viele solche Systeme; wir wählen dasjenige, fOr welches a seinen 
grössten Werth hat. Wird a = n, dann bilden die n Linien einen Factor 
ersten Grades, und der graph Iftsst sich in diesen und Factoren zweiten 
Grades zerlegen. Ist der graph primitiv, muss daher a < n sein. Wir 
farben die a Linien roth und alle tlbrigen Linien blau. 

Die a Linien verbinden 2a Punkte zu Paaren; die tlbrigen 2n — 2a 
Punkte haben unter sich keine VerbindungsHnie; die davon auslaufenden . 
2g{n — a) Liniep mtlssen daher alle zu den 2a Punkten gehen; diese sind 
unter sich durch die a und z. B. /9 andere Linien verbunden; indem diese 
von beiden Endpunkten aus gezählt werden, haben wir dann 

2a^ = 2(a + ^) + 2g{n — a). 

Wir betrachten jetzt eine von den a rothen Linien z. B. ab; wir können 
nicht zwei Linien ae und hd finden, wo c und d zwei verschiedene der 
2n — 2a Punkte sind, denn in solchem Falle hatten wir nicht ah sondern 
ac und bd roth gefarbt und dadurch a grösser bekommen; von a und b 
/Ausammen genommen können daher höchstens g Linien zu den 2w • — 2a 
Punkten gehen, so dass wenigstens g (Linien zwischen a und b zweimal 
gerechnet) unter den 2 (a + /9) sich finden mlissen. Wir haben daher 

2(« + ft)>oig, 

und wenn wir dieses in die obige Gleichung einsetzen, 

2ag>ag -f 2g{n — a), 



\ 
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woraus 

. 2n 
a > — • 

= 3 

Es sind also immer wenigstens die zwei Drittel der Punkte zu Paaren 
verbunden. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass wir a = n — i haben. Die 2w — 2 
Punkte sind dann zu Paaren verbunden, während die zwei ttbrigen, a und 
6, nicht verbunden sind. Wir bilden dann einen neuen graph, indein wir 
zwei Linien ac und Ärf, wo c und d verschiedene Punkte sind, dufch ah 
und cd ersetzen. För diesen graph ist a = n, und er lässt sich daher 
in einen Factor ersten Grades und in Factoren zweiten Grades zerlegen. 
ah findet sich in dem Factor ersten Grades; wenn cd auch dort wäre, 
dann könnten wir wieder ap und hd fttr ah und cd einsetzen, und der 
gegebene graph wftre zerlegt. cd muss sich daher in einem Factor zweiten 
Grades finden. Wird dieser mit dem Factor ersten Grades multiplicirt, 
und ac und hd wieder eingeftihrt, dann ist der gegebene graph in einen 
Factor dritten Grades und Factoren zweiten Grades zerlegt. Fttr a = n — i 
känn also ein primitiver graph nur vom dritten Grade sein. 

Ist a = n — 2, so .operiren wir in derselben Weise und finden, dass der 
graph, wenn er primitiv ist, höchstens vom fOnften Grade sein känn. In 
derselben Weise können wir fortfahren, bis wir den kleinsten Maximal- 

werth fttr a erreichen; dieser ist n '■ und entspricht einem primitiven 

graph, der höchstens vom Grade 1- i ist. w. z. b. w. 

Wir sahen oben, dass a grösser gemacht werden konnte, wenn wir 
zwischen zwei von den 2n — 2a Punkten einen Wechselweg cahd finden 
konnten; dasselbe gilt wenn wir zwischen zwei von den 2» — 2a Punkten 
ttberhaupt einen Wechselweg finden können, denn verftndert man die 
Farben der Seiten eines solchen Weges, so wird die Anzahl der rothen 
Linien um eins vergrössert. Man beweist leicht, dass diese Bedingung 
^uch notwendig ist. 

14. Indem wir die a Linien aufs Geradewohl ausnehmen und dann 
mittelst Wechselwege a zu vergrössern suchen, können wir untersuchen, 
ob ein gegebener graph primitiv ist öder nicht; es ent«teht aber die Frage, 

Aef matk^matiea, 15. Imprimé le 24 ao&t 1891. 27 
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ob die primitiven graphs sich nicht durch einfache Kennzeichen von den 
zerlegbaren scheiden. Es spricht etwas dafttr, dass ein primitiver graph 
Bläiter haben muss, indera ein Blått ein solcher Theil des graphs ist, der 
nur durch eine einzelne Linie mit dem tibrigen Theil in Verbindung steht. 
Ich habe daher versucht dieses zu beweisen, habe aber die Schwierigkeiten 
so grosfi gefunden, dass ich die Untersuchung auf den graph dritten Grades 
beschränkt habe. Die Aufgabe lässt sich in vielfacher Weise umformen; 
es komnit ja nur darauf an, dass die Wege im graph sich immer ver- 
zweigen und zusammenlaufen, die Wege brauchen aber nicht eben Linien 
zu sein. Ich werde nur die folgende Fassung nennen: Wir haben ein 
geschlossenes Netz von einer geraden Anzahl von Dreiecken bestehend; 
jede Linie ist Seite in zwei Dreiecken; welche ist die Bedingung daför, 
dass wir durch Entfernung von einigen Linien die Dreiecke zwei und zwei 
zu Vierecke vereinigen können? In dieser Passung scheint die Aufgabe 
mit den functionen- und gruppentheoretischen Untersuchungen von Klein 
und W. Dyck in enger Verbindung zu stehen. Ob die Untersuchung 
dadurch erleichtert werden känn, wird dahingestellt. 

15. Wenn wir in einem G^ auf einem beliebigen Wege fortschreiten, 
wo keine Linie mehr als einmal durchgelaufen werden darf, dann können 
wir nicht weiter kommen, wenn wir einen Punkt zum zweiten Mal er- 
reichen; wir werden einen solchen Weg eine Ketfe nennen; wenn wir die 
Kette vorwarts und rftckwÄrts so weit wie möglich fortsetzen, muss sie 
mit geschlossenen Polygonen schliessen; bilden wir auch Ketten von den 
ttbrigen Linien, werden diese mit freien Endpunkten schliessen können, 
nämlich, wenn der Endpunkt sich schon in einer anderen Kette befindet; 
die letzten Ketten werden gewöhnlich nur aus einer Linie bestehen. Da 
jeder Punkt einmal und nur einmal als Endpunkt einer Kette auftreten 
darf, haben wir den Satz: 

Jeder Gl"" hlsst sich in n Ketten auflösen. 

Wir werden die Ketten nach der Anzahl ihrer Linien gerade öder 
tingerade nennSn. 

16. Wenn der graph sich in n ungera de Ketten auflösen lasst, ist 
er nicht primitiv. 



Die Theorie der regulären graphs. 211 

Um dicsen Satz zu beweisen, machen wir die Linien jeder Kette ab- 
wechselnd roth und blau, so dass die Endlinien immer blau sind. Werden 
die Ketten dann wieder zusammengesetzt, dann geht von jedera Punkt 
des graphs zwei blaue und eine rothe Linie aus; die blauen bilden dann 
einen Factor zweiten, die rothen einen Factor ersten Grades. 

. Wenn der graph primitiv ist, mössen daher gerade Ketten vorkom- 
men; wenn diese wie die ungeraden gefarbt werden, bekommen sie eine 
rothe und eine blaue Endlinie. Werden die Ketten wieder zusammen- 
gesetzt, dann finden wir im graph fOr jede gerade Kette einen Punkt mit 
zwei rothen und einer blauen Linie, während die tlbrigen Punkte zwei 
blaue und eine rothe Linie haben. Giebt es a Punkte der ersten Art, 

dann findet man im graph -[a + 2{2n • — a)] blaue Linien; die Anzahl der 

geraden Ketten ist daher eine gerade. 

Wir .setzen voraus, dass die Zerlegung so gemacht ist, dass a so klein 
wie möglich ist. Wenn wir von Wegen reden, sind imuier Wechselwege 
darunter verstanden. 

2junschen zwei roth-roth-blauen Punkten känn kein Weg geJien, dessen 
Endlinien beide roth sind. 

Findet sich nämlich ein solcher Weg, dann können wir durch Ver- 
anderung der Farben seiner Linien a um zwei verkleinern. 

1 7. Wir werden jetzt einen Thcil des graphs aus den Ketten bilden, 
indem wir mit einer geraden Kette abc . . .kl anfangcn,' wo ab roth, kl 
blau ist. Kommt I nicht fruher in der Kette vor, dann muss es sich in 
einer andercn Kette und zwar nicht als Endpunkt finden; wir theilen 
dann diese Kette bei / in zwei Stticke und verlängern die gerade Kette 
mit dem Stöcke, das bei I eine rothe Linie hat. Nach der Verlangerung 
muss die gerade Kette, zufolge des zuletzt aufgestellten Satzes, wieder mit 
einer blauen Linie endigen, das ist, wieder gerade sein. Wir dttrfen 
daher voraussetzen, dass / auch im Innern der geraden Kette vorkommt, 
so dass alle drei von I auslaufendeu Linien sich auf der gezeichneten Figur 
befinden; wir nennen einen solchen Punkt vollständig. Indem wir, wie 
gleich gezeigt werden wird, unsere Figur erweitern, nennen wir immer 
einen Punkt, der von a aus mit einer rothen Linie erreicht werden känn 



212 Ji|Hq8 PetersoD. 

einen R-Punki, w&hrend die Punkte, die von n aus imr mit blauen Linien 
erreicht werden können, B-Punkte genannt weiden. (Fig. lo.) 

Wir erweitern unserc Figur, indem wir allmftfalig zu allén Ä-Punkten 
die dort anschliessenden Ketten fOgen. Diese Ketten md^sen alle un- 
gerade sein, da zufolge des ob^i bewiesenen Sattes, der von a au^ehende 
Weg nicht mit einer rothen Linie schliessen känn. Eine zugef&gte Kette 
känn in einem unvoUstftndigen JS-Punkt öder J?*Punkt endigeh und macht 
dann diegen Punkt vollstarndig. Im ersten Falle känn die Kette von a 
aus in beidén Richtungen durchgelaufen werden, so dass alle ihre Punkte 
jR-Punkt^ werden (Fig. lo); auch Punkte, die frUher S-Punkte waren, 
können durch die Zufögung in JS-Punkte åbergehen. Eine zugefCkgte 
Kette känn auch in einem Punkte schliessen, den wir nicht fröher gehabt 
haben; wir sehen in derselben Weise wie bei der geraden Kette, dass wir 
iramer annehmen dtirfen, dass ein solcher Punkt vollstandig ist, indem 
die Kette in sich selbst schliesst. Die Kette biidet am Ende ein Polygon ; 
isl dieses von ungerader Seitenanzahl, so werden alle ihre Ecken B-Punkte 
(F^g. I o). Wenn wir nicht mit Zufögungen länger fortsetzen können,. haben 
wir aus einer geraden und tibrigens ungeraden Ketten eine Figur gebildet, 
die die folgenden Eigenschaften hat: 

Alle Punkte können von a aus auf Wechselwege erreicht werden, 
denn jede zugeftlgte Kette fangt mit l^lau an und schliesst sich an einem 
Punkt, der mit roth erreicht werden känn. 

Alle JB-Punkte sind voUstandige Punkte; sie können alle von a aus 
mit einer rothen Linie erreicht werden und möglicherweise auch mit 
einer blauen. 

Die B-Punkte können vollstandig öder unvollständig sein, aber immer 
nuT mit einer blauen Linie erreicht werden. Ein Weg, der nach einem 
J5-Punkte föhrt, känn gar nicht öder nur in einer Richtung weitergeföhrt 
werden. 

a ist ein freier Punkt öder, w^uin a in einer zugefögten Kette sich 
findet, ein vollständiger Punkt, jedoch ein solcher, in den zwei rothe und 
eine blaue Linie znsammenlaufen ; er ist der einzige voUståndige Punkt 
dieser Art. 

Wenn der Punkt a vollstandig ist, werden wir, wenn es möglich ist, 
die Figur erweitern, indem wir nicht allein ab sondern auch die zweite 
von a auslaufende rothe Linie als Anfangslinie unserer Wege nehmen 
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wollen. Dadurch werden vielleicht fröhere Zf-Piinkte in 22-Puhkte Abér- 
gehen und dadurcb die ZufOgung neuer ungeraden Ketten erlaiiben. Die 
MigefClhrten Eigenschaften der endlichen Figur werden dadurch nicht vcr- 
ändert werden. 

Wir werden jetzt die congtruirte Kgur etwas nfthér untersucfaen. 

1 8. Wir kOnnen von a aus alle Linien unser^ Figur aiif Wechsel- 
wege durchlaufen; es giebt aber hier einen Unterschied, indem eiiiige nur 
in einer, andere in beiden Richtungen durchgelaufen werden können. Die 
er^n woilen wir empfeUig, die anderen zumpfeUig nennen. Bei einem 
unvT^lständigen JB-Punkt sind beide Linien einpfeilig, die blaue gegen den 
Punkt, die rothe vom Punkte weg gerichtet 

Eine rothe zweipfeiligé Linie mtiss an jedem Ende wenigstens eine an- 
scJdiessende blatie zweipfeiligé Linie hdben. 

Sei mn die rothe Linie (Fig. 12), mpytnq ^ nr jHS blaue Linien. Oehén 
wir von m nach w, mtlssen wir von p öder von q kommen und können 
den Weg nach r sowohl als nach s fortsetzen; ähnlich wenn der Weg 
von n nach m föhrt. Es werden also entweder mp öder mq und entweder 
nr oéer ns zw^pfeilig. Die zwei tlbrigen blauen Linien können einpfeilig 
sein vnd wAssen dann von m und n weg gerichtet sein. 

Eine zweipfeiligé blaue Linie muss an jedem Ende eine anscJdiessende, 
zweipfeiligé Linie haben. 

Eine blaue Linie känn einen Wechselweg schliessen; ist dieses hier 
nicht der Fall, sieht man leicht, dass die anschliessenden rothen Linien 
beide zweipfeilig sind, und dass die einpfeiligen blauen Linien wie im 
vorigen Falle nach aussen gerichtet sind. 

Sei nun mn (Fig. 1 3) blau, pm und nq roth. Diese mtkssen dann we- 
nigstens die Eichtungcn pm und qn haben ; haben sie auch die Richtungen 
mp und nq^ dann ist der Satz richtig; wir wollen daher annehmen dass 
pm einpfeilig ist; es muss dann der Wechselweg, mit dem wir von n 
nach m kommen, mit nm schliessen, er muss dann fraher aber m gefuhrt 
haben, so dass sein letztes StOck pml . . . nm ist, wo ml die zweite zu m 
gehörige blaue Linie bedeutet. Der Weg Iftsst sich dann aber auch so 
schliessen: pmn . . . Imj so dass ml zweipfeilig ist Wenn also eine der an- 
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schliessenden rothen Linicn einpfeilig ist, daiin ist die anschliessende blaue 
Linie zweipfeilig, und damit ist der Satz bewiesen. 

Wir bemerken besonders, dass die einpfeilige rolhe lAnie gegen m ge- 
richtet ist. 

Die Anfangslinie ab ist einpfeilig, wenn a ein freier Punkt ist; ist a 
ein vollstftndiger JS-Punkt, dann sind die zwei rothen Linien zweipfeilig, 
und die blaue, wenn einpfeilig, von a weg gerichtet; ist a ein B-Punkt, 
dann sind die drei Linien einpfeilig. 

19. Aus den zwei bewiesenen Sätzen folgt, dass die zweipfeiligen 
Linien, wenn sich solche finden, ein öder raehrere geschlossene Systeme 
bilden mössen; die Punkte eines solchen Systems können voUständig öder 
unvoUständig sein; (in der ursprönglichen Figur sind sie alle vollstÄndig) 
in den letzten schliessen sich einpfeilige Linien an, und wir habcn gesehen, 
dass diese, wenn sie roth sind, nach dem Systemej, wenn sie blau sind von 
dem Systemé weg gerichtet sind. 

In jedes der Systeme zweipfeiliger Linien känn nur eine rothe Linie 
hineinfähren. 

Sei pm eine rothe Linie, die in das §ystem hineinftlhrt; indem wir 
pni als Ausgangslinie unserer Wege nehmen, können wir entweder alle 
Linien des Systems in beiden Richtungen durchlaufen öder nicht; in dem 
ersten Falle känn keine andere rothe Linie qr in das System hineinftihren, 
denn indem wir von pm nach r mit blau kommen können, wtlrden wir 
den Weg nach q fortsetzen können, und qr wÄre dann zweipfeilig. Im 
zweiten Falle wörde sich ein kleineres System von zweipfeiligen Linien 
(mit Rttcksicht auf pm) bilden lassen können; dieses System mösste sich 
in Linien fortsetzen, die von pm aus einpfeilig wftren; es mQssten dann 
andere rothe Linien in das System hineinftihren, so dass man von diesen 
aus die einpfeiligen in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen konnte. 
Wir denken uns dass ein solcher Weg das zweipfeilige System mit der 
Linie a/i erreicht; wir könnten dann den Weg pm . . . /9a . . . gehen und 
dadurch das zu a als Anfangspunkt gehörige zweipfeilige System mit einer 
rothen Linie verlassen. Da dieses unmöglich ist, känn nur eine rothe 
Linie in das System hineinftihren; wir können von dieser aus alle Punkte 
des Systems mit roth erreichen und daher das System mittelst jeder an- 
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schliessenden blauen Linie verlassen. Giebt es im System a voUstftndige 
und [i unvollständigc Punkte (der Eintrittspunkt iinter den ersten gerech- 

net), dann ist die Anzahl von blauen Linien -(2of + y?); die Anzahl der 

anschliessenden einpfei ligen blauen Linien ist daher gerade; sie känn NuU 
sein, und das System biidet dann ein Blått. 

Der Punkt a muss besonders betrachtet werden; ist er ein 12-Punkt, 
dann findet er sich in einem Systeme von zweipfeiligen Linien; man be- 
weist wie oben, dass keine rothe Linie in dieses System hineinföhren 
känn, und dass das System mittelst jcder anschliessenden blauen Linie ver- 
lassen werden känn. Die Anzahl dieser Linien ist ungerade. 

20. • Wir ziehen jetzt jedes zweipfeiliges System in einen Punkt zu- 
sammen; wir haben dann eine Figur mit folgenden Eigensohaften : 

Man känn von a aus jeden Punkt erreichen. 

Die neugebildeten Punkte sind (a ausgenommen) alle B-Punkte (wir 
wollen sie, wo sie ausgezeiqjinet werden sollen, als ^Ä-Punkte bezeichnen); 
die blauen Linien können bei ihnen in beliebiger, doch gerader Anzahl 
vorkommen. Ist diese Anzahl Null, dann endigt der Weg mit einer rothen 
Linie an einem Blatte. 

Alle Linien sind einpfei lig. 

Der Anfangspunkt känn ein freier Punkt sein: die Wege können 
dann nur mit ab anfangen; öder er känn ein voUständiger J5-Punkt sein: 
die Wege können mit beiden rothen Linien anfangen; er känn endlich ein 
-ATR-Punkt sein: es laufen dann von ihm eine ungerade Anzahl blauer 
Linien aus; jede von diesen känn als Anfangslinie der Wege genommen 
werden. 

Wir werden uns jetzt die neue Figur in der Weise allmfthlig aufgebaut 
denken, dass wir erst von a aus einen beliebigen Wechselweg zeichnen, 
den wir so länge wie möglich fortsetzen; wo von diesem Wege Verzweig- 
ungen von JS-Punkten auslaufen, fogen wir neue Wege hinzu und fahren 
so fort, bis unsere ganze Figur construirt ist; indem wir dieses thun, be- 
zeichnen wir den jeden Augenblick vorkommenden tTberschuss der Anzahl 
unvoUständiger 22-Punkte ttber die Anzahl unvoUstftndiger B-Punkte mit d. 

Da jeder zugefttgter Weg mit blau anfängt und mit blau endigt, so 
hat er, wenn wir von dem Anfangspunkt^ und dem Endpunkte absehen, 
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ebenso viele unvoll^ndige iJ-Punkte als unvoUständige i?-Punkte. Die 
Ver&nderung von d bei einer Zuftlgung wird daher nur von der Natur 
des Anfangspunktes und Endpunktes abhängen. 

Die Anfangspunkte der zugeftigten Wege sind immer unvollstöndige 
iJ-Punkte; die Endpunkte können nicht B-Punkte sein, denn dann w.ftrden 
die zugeftigten Linien zweipfeilig werden. Eine zugeftigte Kette känn 
daher die Natur der schon vorhandenen Punkte nicht verändern. Wir 
sind dadurch von der grössten Schwierigkeit, die die Untersuchung der*ur- 
sprttnglichen Figur darbot, befreit worden, denn diese bestånd eben darin, 
dass eine Zufttgung B-Punkte in 2?-Punkte ttberffthren konnte. 

lin AUgemeinen wird so durch die Zufögung eines Weges am Anfang 
ein unvollständiger 12-Punkt, ain Ende ein unvoUstftndiger B-Punkt ver- 
schwinden, indera sie in vollständige Punkte tibergehen. Ein zugefttgtér 
Weg wird daher im allgemeinen d nicht verftndern, Hier sind doch fol- 
gende Falle zu beachten: 

Wenn der Weg zu einem Blatte föhrt., wird d um zwei verkleinert. 
Wir werden annehmen, • dass es ^ Blätter gicibt. 

Wenn a ein ^JB-Punkt ist, wird die eine seiner blauen Linien als An- 
fangslinie des ersten Weges genoinmen; die tibrigen werden alle Anfangs- 
linien von zugeftigten Wegen; erst, wenn der letzte von diesen zugeftigt 
wird, wird der Punkt vollstftndig; ist die Anzahl der Linien p, so wird 
daher durch diese Zuf tigungen d um p — 2 vergrössert 

Ein -A^JB-Punkt wird erst mit einer Kette passirt und dadurch die 
rothe und eine blaue Lihie gezeichnet und der Punkt ist dann ein un- 
vollstandiger J?-Punkt; die tibrigen blauen Linien werden alle Anfangs- 
linien von zugeftigten Wegen, und erst, wenn der letzte von diesen ge- 
zeichnet wird, wird der Punkt voUstandig; ist die Anzahl der blauen 
Linien p, so wird auch von einem solchen Punkte eine Vergrösserung von 
d um p — 2 herrtthren. Wir woUen annehmen, dass es r j^TZJ-Punkte 
giebt (a, wenn er ein JB-Punkt ist, mitgerechnet, die Blatter nicht mit- 
gerechnet)| und dass von diesen im Ganzen I blaue Linien hinauslaufen; 
die ganze von diesen Punkten herrtihrende Vergrösserung von d ist dann 
I — 2r; der Werth dieser GrOsse ist positiv öder NuU; nur wenn a der 
einzige ^J^Punkt ist und- nur eine blaue Linie hat, ist der Werth — i ; 
wir werden diesen Fall, wo a ein Blått reprftsentirt, vorlftufig aus- 
schliessen. 
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Wir zeichnen den ersten Weg von a aus beliebig, doch so, dä8s wir 
ihn durch a föhren, wenn dieser Punkt voUstftndig ist. Wenn dieser Weg 
gezeichnet ist, hat d einen Werth, den wir mit d bezeichnen woUen; wenn 
die ganze Figur gezeichnet ist, hat d dann den Werth 

d + 1— 2r— 2^ 

bekommen; es giebt dann keine unvoUstftndige JB-Punkte und eine Ånzahl 
unvollständiger B-Punkte, die wir mit b bezeichnen wollen; es ist also 

— b = d + l—2r—2fi 

öder 

2/i=b + d + l—2r. 

Wir werden -jetzt å bestimmen; wir können annehmen, dass der erste 
Weg nicht in einem Blatte schliesst; wir rechnen gewiss dadurch, wenn 
er in einem Blått endigt, d um zwei zu gross; wir rechnen aber dann 
auch ^ um eins zu gross, da das Blått sich nicht in den zugefQgten 
Wegen findet. Das Resultat wird daher nicht ge&ndert. 

Es giebt nun folgende Falle: 

i) a ist ein freier Punkt. Man hat dann å = 2. (Fig. lo.) 

2) a ist ein vollstandiger ^-Punkt; indem a passirt wird, wird ein 
nnvollständiger B-Punkt verloren; daher ist d = 3. (Fig. 15.) 

3) a ist ein JB-Punkt; die erste Linie ist blau und d = 1. (Fig. 16.) 
Wir werden erst den letzten Fall beseitigen. 

Hat a nur eine blaue Linie, dann ist a ein Blått; dieser wird mit 
den Wegen nicht erreicht und kommt daher unter den /9 Blftttern nicht 
vor. b muss ungerade sein; ist J >^ 3, so haben wir also wenigstens drei 
Blfttter; ist 6=1, haben wir zwei Blfttter; unsere Figur steht dann aber 
mit dem ttbrigen Theil des graphs nur durch eine Linie in Verbindung; 
der Qbrige Theil biidet daher ein Blått, und der graph hat auch in 
diesem Falle wenigstens drei Blätter. (Fig. 17.) 

In dem zweiten Falle war d = z\ ^ ist ungerade. låt 6 > 3 wird 
^> 3. Ist 6 = I, sehen wir wie im vorigen Falle, dass der graph we- 
nigstens drei Bl&tter hat. 

Wir haben so nur tlbrig den ersten Fall zu untersuchen. b ist ge- 
rade, und wenn 6>'4 ist, wird fi> 3. WJr brauchen daher nur 6 = 
und 6 = 2 zu betrachten. ., 
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é = 2, Da die Anzahl gerader Ketten eines graphs gerade ist, können 
wir eine neue gerade Kette nehmen und ganz wie fröher fortfahren; die 
neue Figur känn mit der alten in Verbindung treten; sie känn eine Kette 
durch a senden; in dieser muss a ein JS-Punkt sein; es känn eine Kette 
in einem der unvollständigen BPunkte schliessen; ein solcher Punkt* wird 
dann vollstftndig mit einpfeiligen Punkten. Indem wir jetzt die ganze 
Figur einpfeilig machen und wie frtlher aufbauen wird d wegen der neuen 
mit roth anfangendén Anfangslinie (ausser der fröheren) um zwei vergrös- 
sert. Der graph hat also auch in diesem Falle wenigstens drei Blätter. 

b = o. Wir operiren wie im vorigen Falle; die neue Figur wird 
hier in sich abgeschlossen ; wir brauchen daher nur den Fall zu be- 
trachten, wo wieder ftlr die neue Figur 6 = ist. Wir haben dann zwei 
Blätter; wenn es mehrere gerade Ketten gftbe, mQsste dann auch in diesem 
Falle der graph wenigstens drei Blätter haben. Wir setzen daher voraus, 
dass die zwei geraden Ketten die einzigen sind. Es giebt dann im graph 
nur zwei Punkte Ä und B mit zwei rothen und einer blauen Linie, 
wfthrend die (ibrigen zwei blaue und eine rothe Linie haben; von jedem 
der zwei Punkte A und B ftthrt eine rothe Linie zu einem Blatte. Wir 
können aber zeigen, dass wir immer daftir Sorge trägen können, dass 
dieser Fall nicht eintritt. Wir können nftmlich von A aus, mit der nicht 
nach dem Blatte laufenden rothen Linie anfangend, einen beliebigen 
Wechselweg nach einem Punkte C ftthren, und zwar so, dass die letzte 
Linie dieses Weges blau ist. Verftndem wir dann die Farben dieses Weges, 
so wird der Punkt mit zwei rothen und einen blauen Linie nach C verlegt. 
Hier muss dann die eine gerade Kette anfangen, und ihre erste rothe 
Linie känn nicht direct zu dem Blatte fQhren. 

Wir haben so den folgende Satz bewiesen: 

Ein primitiver graph vom dritten Grade muss wenigstens drei Blätter 
haben. 

Aus diesem Satze können wir verschiedene Folgerungen ziehen. 

21. Ein nicht primitiver graph dritten Grades Iftsst sich in einen 
Factor zweiten und einen Factor ersten Grades zerlegen; wir wollen die 
Linien des ersten blau, die Linien des zweiten roth machen. Finden sich 
Weehselpolygone, dann können neue Zerlegungen dadurch abgeleitet werden; 
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es känn aber vorkommen) dass gewisse Linien nicht ihre Farben ftndern 
können, also nicht in Wechsclpolygonen Seiten sind. B^steht z. B. der 
graph aus zwei Theilen, die nur durch eine Linie verbunden sind, dann 
känn diese nicht in einem geschlossenen Polygone Seite seih und muss 
daher roth sein. 

Wir wollen annehmen dass eine rothe Linie ab notwendig rath sein 
muss; wir theilen sie in einem Punkte m, und fOgen in m eine Linie mn 
mit einem Blatte zu. Der neue graph muss primitiv sein, denn wäre er 
zerlegbar, dann musste mn roth, am und mb blau sein; durch Wegnahme 
von mn und dem Blatte, hatten wir dann eine Zerlegung des ursprting- 
lichen graphs, bei der ah blau * war. Der neue graph ist nlso primitiv 
und hat daher wenigstens drei Blfttter; der ursprttngliche graph muss 
daher auch Blätter haben. Also: 

Ein zerlegbarer graph, in dem eine rothe Linie ihre Farbe nicht ändern 
känn, muss Blätter haben. ^ 

2 2. Wir wollen annehmen, dass wir einen primitiven ^rapÄ mit drei 
Blättern haben. Nehmen wir zwei Linien ab und crf, jede in einem Blatte 
liegend, fort und setzen fttr diese ac und 6rf, dann hat der neue graph 
nicht drei Blatter und ist daher zerlegbar. Wir mQssen dah^r fttr den 
gegebenen graph a = n — i (Siehe 13) haben; also: 

In einem primitiven graph dritten Grades mit drei Blättern können 
wir immer n — 1 Linien finden, die die 2n — 2 Punkte zu Paaren ver- 
binden. 

Man sieht leicht, wie sich dieser Satz erweitern Iftsst. 

23. Durch die obige Entwickelung haben wir nicht nur den Satz 
betreflFend die Anzahl der Blätter bewiesen, sondern wir haben auch den 
Weg gefunden auf den wir alle primitive graphs direct construiren können; 
wir können nämlich die einpfeiligen Systeme ganz nach Belieben zeichnen, 
wenn wir nur die angegebenen Regeln för die Erweiterung beobachten; 
ist dieses gethan, können wir bei den -ATjR-Punkten beliebige zweipfeilige 
Systeme mit angemessener Anzahl von anschliessenden Linien einschalten. 
Finden sich noch unvoUständige 5-Punkte, känn der graph beliebig ver- 
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vollstftndigt werden, nur dass keine Punkte m\i^ zwci rothen Linien da* 
durch entstehen dtlrfen. 

Dä ein Blått wenigstens drei Punkte hat, wirdFig. ii den ein- 
fiaobsten ipvimitiven graph darstellen. In Fig. 14 haben ivir ein primi* 
tiver graph vierzebnter Ordnung. 

Fdr graphs von höberem Grade habe icb die Untereuchung' nicbt 
durcbgeftnbrt; es scbcint docb, dass der bier befolgte Weg aucb dort zuui 
Ziel fobren känn. 
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Ober eine numerische berechnung 

DER ARGUMENTE DER CYKLISCHEN, HYPERBOLISCHEN UND 

ELLIPTISCHEH FUNGTIONEH 



* 

VON 



C. RUNGE 

iD HANNOVER. 



Die Methode, durch welche Archimedes seinen Naherungswerth der 
Zahl 7c fand, ist einer VervoUkommnung fähig, auf welche meines Wissens 
bisher nicht aufmerksam gemacht worden ist,^ In ihrer verbesserten Form 
bietet sie ein geeignetes Mittel dar, um die Argumente der Exponential- 
und Kreis-Functionen so wie der hyperbolischen und elliptischen Func- 
tionen zu berechnen, wenn die Werthe der Functionen gegeben sind. 

Archimedes berechnete an Stelle des Uinfanges eines Kreises mit d^m 
*Radiu8 I den Umfahg eines eingeschriebenen und den eines umschriebenen 
regulftren Vielecks. Der Umfang des Kreises liegt zwischen diesen beiden 
Werthen, welche beliebig nahe an einander rticken, wenn die Seitenzahl 
hinreichend gesteigert wird. Den Umfang eines regulären Vielecks mit 
grosser Seitenzahl fand er, indem er successive aus dem Umfang des Sechs- 
ecks, welcher gleich 6 ist, den Umfang des Zwölfecks, aus diesem den des 
Vierundzwanzigecks u. s. w. berechnete. Die Seite des eingeschriebenen 
regulftren w-Ecks ist gleich 2 sinu, wenn mit u der n*®' Theil von n ber 
zeichnet wird, und die Seite des umschriebenen regulären w-Ecks ist gleich 

2 tant^. Aus den Werthen von sinw und tanw känn man sin- und tan- 

2 2 

finden, welche verdoppelt die Seiten des eingeschriebenen und um- 
schriebenen 2n-Ecks darstelien. 



* Vgl. Nachschrift. 
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Diese Methode lässt sich auf jede Function anwenden^ sobald es mög- 
lich igt, aus dem Wcrthe der Function för ein gegebenes Argument den 
Werth derselben för die Hälfte des Arguments zu berechnen. 

Sci nämlich f{u) eine beliebige Function von u, welche in eine con- 
vergcnte Reihe nach Potenzen von u entwickelt werden känn 

f[u) = a^ + a^u + a^u* + 

Wenn es möglich ist aus f{u) den Werth von /f -j und mithin den Werth 

von M — r för jeden ganzzahligen Werth vorf n zu berechnen, so känn 
man daraus den Werth von u finden. Denn es ist: 



und folglich 



2" 






För grosse Werthe von n werden auf der rechten Seite alle Glieder ausser 
dem crstcn sehr klein, und man erhftlt einen Nftherungswerth fttr a^Uy 
aus dem durch Division mit a^ die Grösse u gefunden wird, vorausgesetzt 
dass a^ von Null versehieden ist. Wärc a^ gleich Null, so mClsste man 
mit 2'" statt mit 2" multiplicircn und es wttrde 



2'" 



m - "•] 



eiri Näherungswerth fttr a^u^ sein. Wörde auch a, verschwinden, so 
könnte man durch Multiplication mit 2'" einen Nftherungswerth fftr a^u^ 
gewinnen u. s. w. 

Dieses Verfahren ist das nftmliche, welches Legbndre zur Berechnung 
elliptiischer Integrale angewendet hat. 

Ist 

/dip . K / dtp 
-==^=:, SO ISt -= I ^ • , 

\/i — /f*8in*cp 2 / yji — k*^\TL*ip 



* 
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wo f?j auö den Gleichungen 



. I 
sm- ip 



sin ^j = , sin ;* = Ä: sin fj? 



cos- r 
2' 



gefunden wird. 

Denkt man sich ^ als Function von u dargestellt ^ = f{u)ySO känn 

man also f>^ = fl-\ berechnen. Aus ^^ findet man auf dieselbe Weise 

f?, = f('j u. 8. f. Setzt man das Verfahren n Mal fort, so liefert 2"^^ 

einen Näherungswerth fQr u. Statt f> känn man auch sin^ als Func- 
tion von u betrachten. Die Abhftngigkeit zwigchen sin^» und sin^j ist 
eine algebraische durch Quadratwurzeln darstellbare, was in den F&llen 
ein Vorzug ist, wo etwa der zu erreichenden Genauigkeit wegen trigono- 
metrische Tafeln nicht zu Gebote stehn. 

Gegen diese Art der Berechnung ist einzuwenden, dass die Zahl der 
Schritte manchmal beträchtlich ist, um eine nennenswerthe Genauigkeit zu 
erzielen. Man känn abér dieses Verfahren des Archimedes, wie wir es 
nennen woilen, so modificiren, dass die berechneten Näherungswerthe sich 
viel schnéller dem gesuchten Werthe nähern. 

Es sei wieder 

Dann ist 

/ 1 — I = a« + d, h ^o -: — r • • • + ^« -r + • • • • 

Um keine Nenner schreiben zu mOssen, möge a^ = 2^"6ji gesetzt werden. 
Dann hat man 

fQi) = «o + h^ + *,«' + • • • + *.+.«"^' + *«+,«•+' + . . . , 



f(u) = a, + 6, 2"M + &, 2*"«* + ... + ft, + , 2C + '>"m" + ' + ft,+,2<"+*>««" ►' +.... 
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Diese Gleichungen sollen mit Constanten multipUcift und addirt werden, 
und zwar sollen die Constanten so gewÄlilt sein, dass auf der rechten 
Scite in der Suinme alle Glieder fortfallen, welche «*,«*',..,, tt"+* ent- 
halt^n. Bezeichnet man die Constanten der Reihe nach mit C^jC^fC^, 
. . . , c, und bezeichnet mit ^{x) die ganze Function n"" Grades 

f>{x) = C\ + C^^ + C\x' + . . • + C\x\ 
so känn man die Summe 



^V(5) + cv(^,) + . . . + c'./-(«) 



folgendermassen schreiben: 

Um die Coefficienten von w', w^, . . . , w""*^^ zum Verschwinden zu bringen, 

hat man C^ , Cj , . . . , C^ so zu bestimmén, dass 

» • • . ■ ' ■ ■ 

D. h. Cj , C, , . . . , C, mflssen den Coefficienten von 

• • » 

(a;_2')(rr— 2^)...(rr— 2-+^) 

proportional sein. 

Der Proportionalitätsfactor werde so bestimmt, dass ^{2) == 2" ist. 
Man setze al so: 

r^^)-^^ (2— 2'X2 — 2»). ..(2-.2" + ') 



odér 



, . iK — 2' a; — 2*{r— -2* a? — 2" + * 
r\ i I — 2 I — 2* I — 



- • • • 

3 1 ow 



Dann ist 



C'o/-(j;) + C'/(^,) + . . . + CJ{u) - a,<p{x) 



oder, was dasselbe ist 



c;[/-(r») - %] + '^''^[^(3-^) - «o] + • • • + <^u/-(«) - «,] 
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ein Näherungswerth för a^u und die Abweichung von a^u ist gleich: 

oder, wenn man statt der Grössen b wieder die ursprtinglichen Coefficienten 
der Entwicklung von f(u) einföhrt, 

Hebt man aus jedem der Factoren des Zählers von ^^(2"*^") 2"^" heraus, 
so wird: 

2~''~<'+2 I 2""**"*' + ^ I 2""°"*"^ 



^(2"+") 



n-\-a\ ^»(N + a) 



I — 2 I — 2* I — 2' 



Und schreibt man zur Abkftrzung 

oVl = (i — 2-«^»)(l — 2-) . . . (l — 2-«--+^), 

SO nimmt der Ausdruck för die Abweichung des Näherungswerthes die 
Gestalt an: 

(i — 2X1 — 2*) . . .(i — 2")^ "^'^ * I «+8 2 I j 

Die Grössen <? sind säinmtlich positiv, nehmen mit wachsendem Index zu 
und nähern sich der Grenze i. Daraus erhellt, dass die unendliche Reihe 
zugleich mit der unendlichen Reihe för f{u) convergirt und divergirt. 
Die Gleichung ist mithin nur fttr solcKe Werthe von u richtig, fftr welche 
die Reihe ftir f{ti) convergirt. För solche Werthe erhalt man aber Ijald 
sehr genaue Näherurigswerthe, selbst wenn die Convergenz der Reihe f{u) 
langsam ist. Denn bezeichnet r die Summe der absoluten Betrage von 
ö^n+2^**^'» öf^+s^^"^'? • • • > 80 ist die Abweichung des Näherungswerthes ab- 
solut genommen kleiner als 



(2— 1X2'— I). . .(2''— i) 



Es ist aber der natttrliche Logarithmus des unendlichen Productes 
(i — s-^Xi — 2~^) . . . gleich 
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-A 



^-^ I 2-'^ 
~ ~ L^~X 1—2- 

= _Vi_L- 

1^X2^— \ 



= _V!l_Vi|'_i L\ 

L^ Xi^ L^X\2^—\ 27 

Also wie man leicht findet 

— Z/(i — 2-") < /(2) + o, 6. 
Mithin ist die Abweichung des Naherungswerthes kleiner als 

w(it-H) 

2 * .2e®'*.r 
öder auch kleiner als 

«(>t+i) 



r2 ' "'.' 



Man sieht aus dieser Form, dass die Genauigkeit des Verfahrens selbst 
bei langsamer Convergenz d. h. wenn r mit wachsendem n nur langsam 

abnimmt, betrftchtlich ist. Denn fQr n = lo ist z. B. schon 2 * 
kleiner als lO""'*. In besonderen. Fallen wird man eine noch etwas klei- 
nere Grenze fQr die Genauigkeit ableiten könncn, wenn man nicht, wie 
es bier der Einfachheit wegen gesehah, die Grössén d gleich i setzt. 

Sind von den Coefficienten der Reihe f{u) einige Null, so känn man 
die Constanten C^ y C^ , . . . , C^ zweckmässiger bestimmen. Denn es ver- 
schwinden alsdann in der Entwicklung 



«oF(0 + *iF(2)«^ + *2f(2')w' + .-. 



' Zur BerechDung vöd I1(i — 2—*) kaDD man sich auch der EuLER^scheD Formel 
bedieoen 11(1 ~ a^*) = Z(— \yx ^ uod fiodet so 11(1 — 2-*) = 0,288788 .... 
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einige Glieder von selbsty und fQr diose braucht dann nattirlich tp nicht 
gleich Null zu sein. Statt dessen lassen sich dann eben so viel weitere 
Glieder zum Verschwinden briiigen, wodurch eine grössere Genauigkeit 
des N&herungsverfahrens erreicht wird. Ehe diese Betrachtungen durch- 
geföhrt werden, soU indessen ein Beispiel die Methode erläutern. 
Man -findet leicht 

fQr n = 1 f (^) = 4 — "^1 

fttr n = 2 ^3j^(:») = 32 — i2;c -f rr^ 

fQr n = 3 2ijr(i;) = 5i2 — 2240^ + 280;^ — a;^ 

fQr n = 4 315^(3?) = 16384 — 7680a; + 1 1200?' — f^ox^ + ^* 
und 

Will man nun z. B. den natUrlichen Logarithmus von 2 berechnen, so 
ist zu setzen f{u) = e* = :2 , /"( - j = ^2 , n -] = ^2 u. s. w. Ftir n = 4 

ist, da u kleiner als i sein muss, ** < 7^ + i — !-•••< ^ < ^ 7* io~*. Die 



6 ' |7 ' •• • ^6|6 
Abweichung ergiebt sich mithin kleiner als 

2"■^ 17.10""* < 7.10"*. 

Will inan den Näherungswerth auf 6 Stellen berechnen, so sind y/2,^2, 
^2 , '^J/2 noch etwas genauer als auf 6 Stellen in die Rechniing einzu- 
fQhren. Denn der Fehler von !J^2 wird ja auch mit C^^, multiplicirt der 
von y'2 mit 6\ u. s. w. Da die Summe der absoluten Beträge von (7^, 
Cj , . . . , C^ öder jp( — i) etwa gleich 80 ist, so genQgt es jedenfalls mit 
acht Decimalen zu rechnen. 

Bedient man sich der THOMAs'sclien Kechenmaschine so braucht ein 
einigermassen geQbter Rechner nicht mehr als 8 Minuten um den Nä- 
herungswerth 0,6931473 zu finden. Mit Benutzung dieses Werthes känn 
man zeigen, dass die Genauigkeit noch grösser ist als oben Qberschlagen 

wurde. Denn da ^(2) hiemach kleiner als 0,7 ist, so wird r < 7^ — (o,7)^ 

Die oben gefundene Grenze reducirt sich dadurch auf weniger als 0,12 
ihres frQheren Betrages und ergiebt sich demnach kleiner als 84.IO"^ 
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Wesentlich kilrzer gestaltet sich die Rechnung, wenn in der Ent- 
wicklung von f{u) eine Reihe von Coefficienten Null sind. : Es soUcn för 
den Fall, dass nur ungerade Potenzen vorkommen und för den Fall, dass 
nur gerade Potenzen vorkommen, die Formeln ausföhrlich entwickelt werden. 

Ist 

f[u) = a,u + a,u' + a^ + . . . + a,^,u'^^' + a^^.u^'^^' + . . . 
so sind die Multiplicatoren C^ , 6\ , . . . , C„ den Coeflficienten von 

proportional zu setzen. Und damit in dera Ausdrucke för 



(^j{l) + ^/^(i^.) + • . • + GJ{u) 



der Coefificient von u gleich a^ sei, bestimnit man den Proportionalitäts- 
factor so, dass <p{2) = 2" und setzt demnach 

^{X) = 2** — 



• • • _ . . — _ . • • • _ • 



2 — 2*2 — 2*^ 2—2^* + * 1 — 2*1 — 2* 1—2*» 



Die Abweichung des Näherungswerthes ergiebt sich gleich 
Nun ist aber 

2«(3«-h3a+T) = (I — 2»Xl — 2*)... (I — 2^«) ' 

Schreibt man zur Abkörzung 

£« = (i — 2-^^)(l — 2-'«-^) . . . (l — 2-««-'<«-'>) 

so wird daher die Abweichung des Näherungswerthes 

(I — 2')(l —2*)... (I — 22'^t^"+2£'^^"^' + Ö^«4.3^3W''*"^^ + • . •] 

Die Grössen s sind positiv und kleiner als i, wachsen mit wachsendem 
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» 

Inde;^ uiid nähern sich der Grcnze i. Bezeichiict man dic Surnme der 
absoluteh Betrftge von a„-(^2<*'*^% ^n+s^^"^^ ^* s. w. mit r, so ergiebt sich 
der absolute Betrag der Abweichung kleiner als 



r 



• _. , .. _ — • 



2»<"+'> (I — 2-«)(l — 2-«)...(l — 2-»») 

Nun ist 

•"(i—a-^Xi — 2-«)...(i— 2-»»)... Z^l^X" Z-,ii_2-" 






Also 



I 4 

(I — 2-2)(l — 2-^) ... (1 — 2-««) ^ 3 • ^ ' ^ "^ ' '5* 



Mithin ist die Abweichung des Naherungswerthes absolut genoramen 
kleiner als 

EnthalJ; andrerseits f{u) nur gerade Potenzen von u 

f{u) = a, + a,te' + ay + . . . + a,^,t*-^»^^ + a,+,u^-+^ + . . . 
so wird man die Multiplicatoren so wählen, dass in der Summe 



GJ{1) + C/(iSr.) + . . . + C^Au) 



die Potenzen w% u^, ..., w^'*^' wegfallen^ d. h. man nimmt C^ , C^ , ..., (7„ 
den Coefficienten von 

{X — 2%X —2')...{X— 2^»+^) 



* Mit Hilfe der.oben erwähnten fiuLER^schen Formel erhält man 

11(1 -4-*) = 0,68854. 
Darnaoh ist die Abweichung kleiner als 1 ,46r2^''^*»+*\ 
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proporfeional. Den Proportionalitätsfactor wählt man so, dass in der Siunme 
u^ nur mit a^ multiplicirt erscheint, dass also jr (2^) = 2'** ist. Demnach 
hat man zu setzen 

/. \ — 2«^— 2*« — 2* aj — 2*^»+2 a; — 2* j; — 2^ ^ _ 2«»^-« 

V^V^J — ^ 2» _ 2* 2* — 2** " * 2» — 2«'^ "^ I — 2* I — 2* " " i _ 2«« ' 

2^" + ^ I . 

^(i) ist dann gleich und es wird der Naherungswerth gleich 

3 

öder auch, da <p{\) = C^ + Cj + . . . + C^ 
Dieser Naherungswerth weicht von a^u^ ab um 
oder in anderer Form um 

(I— 2')(I — 2*).. .(i — 2«*) *• « + 2 1 I n + s n i j 

wo 6^,6^,... dicselbe Bedeutung haben wie obeii. Bezeichnet wieder 
r die Summe der absoluten Beträge von a«+3W^''^% »,+3^^'*^* u. s. w. so 
ist die Abweichung des Nftherungswerthes absolut genommen kleiner als 

i,5r2-"^"+'>. 

Die Functionen (f{x) för die beidcn Fälle einer geraden und ungeraden 
Function f{u) hängen in der folgenden Weise zusammcn. Setzt man im 
ersteren Falle 2x statt x ein, so geht ^ (o?) tiber in 

2X — 2* 2aj — 2* 2X — 2'''+2 

I — 2* I —2* I — 2'~ ' 

und hebt man hier aus jedem Factor des Zählers 2 heraus, so geht der 
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Ausdruck in die Function ^(o?) för den Fall einer ungeraden Function 
f{u) ftber. FOr diesen Fall haben wir 

n = I 3jp(a5) = 8— re, 

« 

n «= 2 4Sr(^) = 256 — 40.'^ + rr', 

w = 3 2835jr(a:) = 32768 ~ Sijtx + i68a?' — x\ 

n = 4 722925jr(ir) = 16777216 — 27852800: + 91392^* — 68orr' + ir*. 

För den Fall einer geraden Function f{u) hat man 

n=i 3jp(a?)=i6 — o;, 

w=2 45jr(ir)=io24 — 8oir + rr*, 

^=3 2835fr(a?)==262i44 — 2i504rr+336a;^ — a:', 

n = 4 722925jr(a:)=268435456 — 2228224oa?+365568ir* — i36orr'+rr\ 

Die Genauigkeit, mit welcher die Werthe von f{u) , /|- j u. s. w. in die 

Rechnung eingeftihrt werden, muss, wie schon oben bei dem numerischen 
Beispiele bemerkt wurde, grösser sein, als die Genauigkeit, mit der man 
den Nftherungswerth zu berechnen beabsichtigt. Denn der Fehler von 

f{u) multiplicirt sich mit C^, der von /f^j mit C,_i u. s. w. Sind die 

Fehler von f{u) , fy-\ u. s. w. alle kleiner als ^, so ist der Fehler in 

der Sumnie kleiner als d multiplicirt mit der Summe der absoluten Be- 
träge von C^jG^^ • • • ? t/,, d. i. kleiner als dif[ — i). Es ist nun, wenn 
in f{ti) alle Potenzen von u vorkommen 

_ (2'+lX2'+l)...(2' + '+ l) +, 

^^ >~ (2— I)(2'— l)...(2-— I) ^ -* ' 

wenn f{u) ungerade 

- ,r(—.\- (2'+ 0(2'+ l)..-(2^''^' + ■) ^ -.+, 

V\ '^ — (2'— I)(2*— I)...(2*»— I) ^ ' 

und wenn f{u) gerade 

(2«+l)(2'+l)...(2»-^»+l) ,, 

^^~ ^^ - (2'-I)(2«- I)...(2»"-I) *^''7-2 • 



232 C. Runge. 

Darnach känn man fQr jeden Fall liberschlagen, mit wie viel Decimalen 

es genttgt f{u),f(-] u. s. w. in die Rechnung einzuftthren,. wenn man 

bei allén mit der gleichen Anzahl von Decimalen rechnen will. 

FQr ungerade und gerade Functionen soU die Methode an einigen Bei- 
spielen durchgeföhrt werden. 



1. Serechnung von arcsipa; und arecosa;. 

Man känn sich offenbar auf den Fall beschrÄnken, wo der Bogen 

nicht gfösser als - ist. Dann ist z. B. för w = 2 beim Sinus r < 0,4. io~* 

beim Cosinus r<o,4.IO■"^ Mithin ist för n=2 der Näherungswerth 
fttr are sin bis auf io~" genau und der Näherungswerth för das halbe 
Quadrat von are cos bis auf IO■"^ Mit dieser Genauigkeit ist also 

45W = 256 sm 40 sm - + sm ti, 

4 2 

45 ~ = i024( I — cos -) — 8o( I — cos-j + (i — cosw). 

Die zweite Formel ist vorzuziehn, weil sie erstens etwas genauer ist und 
zweitens, wenn cosw gegeben ist, nur 3 Quadratwurzeln auszuziehn verlangt. 

Rechnet man mit 9 Decimalen, so wird der Näherungswerth von — mit 



n' 



einer Genauigkeit von 1,4 Einheiten der 8**" Stelle gefunden also - selbst 
auf 2,4 Einheiten der 8**"° Stelle. So findet man z. B. fftr sinw = 0,5 

m 

sin ti = 0,5 cosw = 0,866025404 



cos- = y --^ = 0,965925826 



. A + cos^ 
cos^ = V 2 "" 0,991444861 

J = 0,137077845, ^ = 0,523598786 
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TT 

wfthrend der wahrc Werth ^ auf neun Decimalen abgektlrzt gleich 

0,523598776 

ist. Auch fllr n = i ist dic Gcnauigkeit nicht unbedcutend. FOr w = - 

hat man fOr den Sinus i ,5r2*'^"+^^ < io~' und fnr den Cosinua 

i,5r2"^"'*'^^ < 1,4.10"*. 

Die relative Genauigkeit (Abweichung im Vérbältniss zu u) ist fOr den 
Sinus kleincr aU 1,3.10-' för den Cosinus kleiner als r,8.io-*. Die 
Formel för den Sinus liefert eine einfache gra- 
phische Rectification des Kreisbogens. Ist nämlich 

••^1^ äMB = Uj so ist ÄC = sinw, ÄB = 2 sin -, vor- 

ausgesetzt, dass der Radius zur Längeneinheit gemacht 

ist. Der Naherungswerth ist dann -(4-4J5 — AC) öder 

AB^-^-{AB — åC). 

3 • . 

Archimedes fand aus dem Umfang des eingeschriebenen und um- 
schriebenen gö-Ecks för 7: die Grenzen 37, und 3^77i' welche bis auf 
2 Einheiten der vierten Stelle genau sind. Mit Benutzung der abgelei- 
teten Formel för n = 4 wiirde man aus den Seiten des 6-, 12-, 24-; 48-, 

96-Ecks die Zahl ^ mit der Genauigkeit 




'Hö) 'ii, 



berechnen können. 



2-'^< 3.10-". 



2. Serechnung der Argumente des hyperholi^chen Sinus und des 

hyperholischen Cosinus. 

Die Genauigkeit ist dieselbe wie die fOr Sinus und Cosinus berechnete, 
da die absoluten Beträge der GUeder in den Potenzreihen för den tri- 
gonometrischen und den hyperbolischen Sinus und ebenso in denen fttr 
den Cosinus dieselben sind. Die Formel fOr den Cosinus ist auch hier 
im Allgemeinen vorzuziehn. 

Acta mmthtmatUa. 16. Imprimé U 11 aofit 1891. 3Q 
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Wenn das Argument gross ist, so thut man besser statt der Formel 
fQr n, die Formel fftr n — i aber mit f{-)f\~~%) '' - fi"-;,) ^^ benutzen. 

Es ist nämlieh die Genauigkeitsgrenze för — etwa gleich 



1,5 : 2-"^'*+'> 



2n + 4 



Wendet man dagegen die vorhergehende Formel för n — i aiifn-j an, 
80 ist die Genauigkeitsgrenze etwa 



1,5 At\«»+« ,„ ,,„ 



U 



Sn+9 



2n + 2 



2 



-»(»fl) 



Die obige Genauigkeitsgrenze geht aus dieser durch Multiplication mit 
; — — T hervor. Wenn also w'>(2n+ 3)(2n + 4) so ist die letztere 

(2W + 3)(2W +4) '^ \ l OJ\ \ 'fj 

kleiner. Sei z. B. cos^w == 10, dann ist: 



cos,- = y = 2,345207880, 



cos*;= 1,293291901, 
4 



u 



cos^8= 1,070815554, 



C08,-^= 1,017549889.' 



Die Formel n = 3 auf die letzten vier Zahlen angewandt liefert: 

w = 2,99322282. 

Die Abweichung des Nftherungswerthes för - (-) ist etwa 1,2. lO""*, 

aber da mit 9 Decimalen gerechnet ist, so könnte ein Fehler von 6 Ein- 
heiten der 8*®" Stelle hinzukommen. 
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3. Berechnung eines elUpHschen Integrals ersier Oattuugt 

Sei 

-========: , wo & = sin 75° = 0,96592583, 

v/(i — «'Xi — /c V) 



80 hat man 



X = snuj rr. = sn- == 4 / - = 0,88566098, 



u I I 

= sn - == 4 / , = o 

' 2 y 1 + ^, -. /c« 

= 8"l=V/ , ; ,,\ =o>6oi88393> 



^8 =0^33325^74, 
^4 = 0.^7135481, 
rr^ == 0,08629406. 

Wendet man auf die letzten 4 Zahlen die Formel n = 3 för eine uii- 
gerade Function an, so ergiebt sich u = 2,76806308, was bis auf weniger 
als 7 Einheiten der letzten Stelle richtig ist. Die mögliche Abweichung 
des Resultats in Folge der Abkörzung aller Zahlen auf 8 Decimalen 
beträgt 3 Einheiten der siebenten Stelle. 

Man erleichtert das Verfahren und erreicht eine schnellere Convergenz, 

wenn man statt snw die Functionen ^ — und -, — der Rechnung zu 

dnu dnti ■ ^ 

Grunde legt. Zur Abktlrzung werde geschrieben: 

^/ v cnw , v I 

/(w)=i , Ä'(w)=3 . 

'^ ^ dnw' ^^ ^ dnw 

Dann ist: 

Man findet also aus f{u) und g{u) durch zwei Quadratwurzelausziehungen 
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f(-j und g[-)- Wiederholt man diese Rechnung einige Male, so känn 

die obeti entwickelte Formel sowohl äuf f{u) åls auf g{u) angewendet 
werden. Die Entwicklungen von f{u) und g{u) fangen folgendermassen an: 



'« 



f{u) = I —-7^' + -v, 

fe' 
ff{u) = 1 + -jw' + 

Man erhält also durch Anwendung der Formel auf /*(w) einen Naherungs- 

fe" 
werth von u^ und durch Anwendung derselben auf ^(w) einen solchen 

fe' 
von ~w^ Was die Genauigkeit des Verfahrens betrifft, so wurde oben 

dafttr der Ausdruck 



1,5^2 



»(« + !) 



n+3 



u 



2it + 4 



aufgéstellt, wo r die Summe der absoluten Betrage von a 
^m-s^'"^^ , . . . der Glieder in der Entwicklung von f{%i) resp. g{u) be- 
deutet. Es kommt also darauf an för r eine obere Grenze zu finden. 
f{u) und g{u) werden beide nur an den Stellen 

u^K^ Ki-^ 2mK + 2nK'i 

unendlich und die Entwicklungen nach Potenzen von w convergiren daher 
beide ftir u\ < iC + K'i I und a fortiori ftlr w = — und u = 



Be- 



2 " 2 * 

zcichnet nun m den grössten Werth der absoluten Betrflge einer der Po- 

tenzreihen, welche dieselbe för | w | = — annimmt, so ist bekanntlich * 



KX""- 



(? 



a 



< in 



und mithin för 



u 



K 

<7 



r < m 



K* 



K' — 4\u 



2n 



2n + 4 



Der Beweis ist UDmittclbar aus dem CAUCHY^fichen Integral /"^"^(o) 



zu entDehmeD. 



27nJ «"+* 



dz 
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K! 

Ebenso folgt, wenn m' der grösste absolute Betrag ftlr | ^ | = — ist, fftr 



2 



u\ < — 






ä:'*-4 u * 



2U 

K 



3n-i-4 



Der grösste absolute Betrag, welchen eine analytische Function in einem 
Gebiet ånnimmty in dem sie sich regulftr verhält, wird iminer auf dem 
Rande des Gebietes angenojnmen. Wenn daher um den Kreis mit dem 

jr jr' 

Radius — resp. — ein anderes Gebiet abgegrenzt wird, welches den Kreis 

einschliesst, so wird der grösste absolute Betrag auf dem Rande desselben 
statt m resp. m' in dem Ausdruck fttr die obere Grenze von r geschrieben 
werden können. 

Dieses Gebiet lässt sich so wfthlen, dass der grösste absolute Betrag 
von f{u) resp. g[u) auf dem Rande desselben angegeben werden känn. 

För den Kreis mit dem Radius — grenze man das Gebiet folgendermaassen 

ab. Es sei dasselbe ein Rechteck, dessen verticale Seiten in die beiden 

jr 

parallel zur y Achse durch +— gezogenen Geraden fallen. Die hori- 
zontalen Seiten sollen durch + 2nK!i laufen, wo n eine ganze Zahl und 

so gross gewählt ist, dass 2nE! > — . Das Gebiet, welches den Kreis mit 

/t 

dem Radius — enthalt, soll ein Rechteck sein, dessen horizontale Seiten 

2 ' ' 

in die beiden parallel zur x Achse durch + — gezogenen Geraden fällt 
und dessen verticale Seiten durch + 2n'K laufen, wo n' eine ganze Zahl 

2 

von f{u) und g[u) auf dem Rande dieser Gebiete, findet man durch An- 
wendung der Formeln far /^(-) und ^^^f-)- 

f^h\ _ A^O + ^(^) ^ cim + 1 ^2/w\ ^ A^) + 9^n) ^ CPU + i 

' \2/ I + (/(?*) dn?t+i' \2/ I + /'(tt) cnu + dnw' 

Wenn - den Rand der beiden Gebiete durchläuft, so nimmt u solche 
2 ' 



und so ffross sewählt ist, dass 2n'K> -. Die orrössten absoluten Beträge 
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Werthe an, för welche die Werthe von cnu und dnu bekannt sind, und 
man Hberzeugt sich von der Richtigkeit der folgenden kleinen Tabelle: 





m 


m' 


M 
^(») 


(i-*'p 


1 
k » 



Man erhält demnach bei der Rechnung mit /(«) fttr u* einen Näherungs* 
werth, desscn Fehler kleincr als jede der beiden folgenden GrOssen: 



3r-*(i —k') ^r^A:' — 4«v(^)'"^'2-"<''+'> 



und 



ik'-Vc ^ICXJC^ — z^u 



,._,/2«V+*,_,(,^„ 



')-'© 



Bei der Rechnung mit g{u) ist der Fehler kleiner als: 



und 






Man ersieht aus diesen Ausdröcken, dass för k <k' und mithin K < K 

die Rechnung mit f[u) die grössere Genauigkeit gewährt, ftlr k> k' und 

mithin K> K dagegen die Rechnung mit g{u). Ist jedes Mal u kleiner 

als der 4*® Theil der grösseren von den beiden Grössen K und K\ so 

ist der Fehler des Näherungswel^thes von u^ fftr k <k' und bei der Rech- 

nung mit f{u) kleiner als 

_ i_ 

^/-2^~ä2-(» + lXn+2) 

för k' < k, und bei der Rechnung mit g{u) kleiner als 



-ih' 3 o-Cw+iK^+a) 



k-'k 



Cber eioe numcriscbe BcrechnuDg der Argumente gewiascr FuDCtioDen. 
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Will man z. B. K berechnen und ist k> h' so iindct man beim ersten 
Schritt aus f{K) = o, g{K) = r;» die Werthe von f(—) und ff[ — )y beim 

zweiten Schritt m— ) und ffl—)* 

Wenn man jetzt noch 3 weitere Schritte macht und die Formel för 
n = 3 auf g{u) anwendet, so wird — mit der Genauigkeitsgrenze ge- 

f unden : 

_1 _1 

Bei fl = 4 ergiebt sich die Genauigkeitsgrenze 

_1 _1 

So findet man z. B., wenn man 



K 



berechnen will 



3 

-/ 



df 



^i — Ä* sin*^ 



k = 0,933012701 



n 


fi^ 


<^ 








3 »863703279 


1 


0,891288591 


1,965630504 


2 


0,981500332 


I ,229051488 


3 


0,995841682 


I ,056217296 


4 


0,998988331 


1,013985805 


5 




1,003492123 



Die vier letzten Zahlen der zweiten Colonne liefern: 

Ä'= 2,76806309. 



240 C. Runge. 

Dieser Werth ist etwa um 6 Einheiten der 8*®" Stel le zu klein. Die 
oben aufgestelltc Genauigkeitsgrenze ergiebt för — 

2,2.10'"% 

also fttr K^ 

8,8. lo-^ 

Dazu könnte wegen der Vernachlässigung der zehnten Stelle und der fol- 

genden ein Fehler von etwa 2 Einheiten der y^^ Stelle kommen. K 

selbst wird also jedenfalls auf 1,7.10"^ richtig sein. 

Wenn eine Rechenmaschine nicht zur Verftigung steht, so känn man 

die Rechnung auch mit Hilfe einer logarithmisch-trigonometrischen Tafel 

auf die folgende Weise ausftihren: 

Setzt man: 

sn w = sin ^ , ksnu = Bmy 

m 

80 ist: 

Quu = cos^, dnu = cos;'. 

Berechnet man zwei neue Winkel ^j und j^^ aus den Gleichungen: 

sm - ^ 
2^ 



— = sin j^j , k sin ^^ = sin y^ 



cos- r 
2' 



so ist: 



sn- = sm^j, cn-=cosjrj, dn- = cos;'j. 



2 



Auf diese Weise känn man fortfahren und /"(— ) und gl-^) öder viel- 

mehr die Logarithmen dieser Grössen linden. Denn nur diese braucht 
man bei der Anwendung der aufgestellten Formel. Wenn n rein ima- 
ginär ist, so muss man andere trigonometrische Hilfsfunctionen einföhren. 

Man setze: 

sn tit = i tan jr, A' sin f? = sin;', 

so ist: 

I (111 M 

en u = , = cos r. 

cos^ cnifc ' 
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Berechnet man zwei neue Winkel ^^ und y^ durch die Gleichungent 



• 9 
sin - 

-= sinjT^,. Ä;'sinf?, = sin;-^, 

C08- 
2 



SO ist: 



tt . ^ Ht I 2 

gn- = t tanc^,, en- = , = cosr,. 

2 ^ * 2 cos ip. u ' * 

^* cn- 

2 

Es ist bei der logarithmischen Rechnung vortheilhafter statt einer der 

Functionen f(u)=-z — öder g{u)^=-z — die ungrade Function -z — zu 

Grunde zu legen. Man braucht alsdann cnu gar nicht mit zu berechnen. 
Die Berechnung ist ebenso bequem wie die von f{u) und g{u). Die Ge- 
nauigkeit ist, wie wir sogleich sehn werden ungéfahr dieselbe. Ein we- 
sentlicher Vortheil aber liegt darin, dass diese Function fQr kleine Argu- 
mente klein ist. Bei der Rechnung mit n-stelligen Logarithmen ist der 
Fehler in Folge der Vernachlassigung der n + i^^ und der weiteren 
Stellen etwa lo"" des Betrages der Zahl. Wenn also die Zalil eine ne- 
gative Charakteristik hat, so bestimmt der Logarithmus sie weiter als bis 
zur n**° Decimale. Ein Beispiel wird den Vortheil am Besten zeigen. 
Vorher soll aber noch eine Genauigkeitsgrenze för die Rechnung mit 

aufgestellt werden. 

Der grösste absolute Betrag von ^ — auf einem Kreis um den NuU- 

TT 

punkt mit dem Radius — ergiebt sich auf dem oben auseinandergesetzten 

Wege nicht grösser als k^^k' *(i + ^')'> auf eipem Kreis mit dem Radius 

— nicht grösser als k'^^k '(i + Icf. Daraus folgt ganz ähnlich wie oben 
far das Verfahren die Genauigkeitsgrenze: 



an ti 
dnti 



1 1 



i.sk-'k' *(i -\-ky — 



K* 
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2U 



3II+4 



2-»C«+l) 
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i,5k'-'k '(i + ^) 



K 



'« 



K' — 4 



n 



It 



2U 



3ii + 4 



-"(nf 1) 



K 



K' 



Hierbei ist |?^| <— resp. \u\ <— vorausgesetzt. Wird 



u 



nicht CTös.eer 



als der vjerte Theil von K resp. IC angenommen, so ist die Genauigkeits- 



grenze 



A-U-' *'(i + /.')2 2-<-+^^<''+->-* resp. k'-'k '^(i + ä-)^ 2-<•+»x«-^'>-^ 



Sei z. B. 



1 



dx 



— •.- » 



^/(i — ««xi — /.V) 



A: = sin 75' 



zu • berechnen, so findet man 



n 


, 1 

log sin jp. 


log CO8 y^ 


9>r 


. Tr 


1 




, 0000000 


. 


90° 


75° 


I 


9,9500183 


■ 


63° 2' 8,2" 


59° 25' 1 1,6" 


2 


9,7795127 


9,9104299 


37° o'i7,8" 


35° 32' 50,4" 


3 


9,5227724 


9,9762467 


19° 27' 58,55" 


18° 46' 39,55" 


4 


9,2338962 


9,9939681 


9° 51' 59,76" 


9° 31' 37,96" 


5 


8,9359809 


9,9984860 




4° 46' 52,9" 



Nun berechnet man den Ausdruck der oben abgeleiteten Formel 



32768 sin ^1 



5376 sin ^^ 168 sin^j 



28350087-5 2835008;-^ 2835 cos;-. 



I sin f>^ 
2835 cos^j ' 



in welcher man die Lo^rithmen der Coefficienten aus einer ein ftlr alle 
Mal berechneten Tabelle entnehmen känn. Der Ausdruck ist ein Nä- 
berungswerth ftlr den vierten Theil des Integrales. Er ergiebt sich gleich 
0,6920154 mit der Genauigkeitsgrenze 1,2. io~*. Hierzu känn ein 
Fehler kommen durch den Gebrauch siebenstelliger Logarithmen. Wir 
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können annehmeiiy dass sich log sin f^ und logcos;' bis auf eine Einheit 
der siebenten Stelle genau ergeben. Die Logarithmen der Producte von 

— ^ in den betreffenden Coefficienten, werden alsdann bis auf 2,5 Ein- 

COS7'r 

heiten der 7^° Stelle sicher sein, die zugehörigen Zahlen also etwa auf 
6.10^' ihres Betrages. Das macht in dem gegebcnen Fallc höchstens 
etwa 8 Einheiten der 7**" Stelle aus. Der gefundene Näherungswerth 
inuss also weniger als 2.10"'^ von dem wahren Werth abweichen. In 
der That ist er bis auf etwa 4 Einheiten der 7^®° Stelle richtig. 

Es muss zugegeben werden, dass die Berechnung der Perioden 
schneller mit Hilfe der Thetafunctionen ausgefQhrt werden känn, indem 
man die Theilung einer Periode durch 4 benutzt, besonders dann, wenn 
beide Perioden doch berechnet werden niQssen. 

Wenn aber nur eine Periode zu berechnen ist, öder wenn nur ein 
Werth des Integrals för besondere Grcnzen gefunden werden soll, öder 
endlich wenn die Perioden bereits bekannt sind, so mag das auseinander- 
gesetzte Verfahren wohl am schnellsten zuni Ziele föhren. Fftr die Aus- 
föhrung mit Logarithmen seien hier noch för die Fälle n = 1,2,3,4 
die Logarithmen der Multiplicatoren auf sieben Stellen angegeben. 



n 


Oo 


-^. 


(^\ 


-(^> 


(^\ 


I 
2 

3 
4 


0,4259687 

0,7550275 
I ,0628969 

1,3656267 


9,5228787 
9,9488475 
0,2779062 

0,5857756. 


8,3467875 
8,7727562 

9,1018150 


6,5474470 
6,9734157 


4,1409068 


I 
2 

3 
4 


0,7269987 
1,3570874 
1,9659869 
2,5697467 


9,5228787 
0,2498775 

• 

0,8799662 
1,4888656 


8,3467875 
9,0737862 

9,7038750 


6,5474470 
7,2744457 


4, 1409068 



Bei den Logarithmen, wclchc die Charakteristik 4,6, 7, 8", 9 haben, ist 
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— lo zu ergänzen. ^ Diese Werthe werden för die meisten practischen 
Zwecke ausreichen. 

Um aber auch den Gebrauch grösserer Werthe von n zu erinöglichen, 
sollen die Coefificienten fftr ein beliebiges n angegeben werden. Die Ent- 
wickelung der Functionen ff{x) ist enthalten in der von Euler gegebenen 
Entwickelung von 

(i + az){i + «^^) ... (i + a**^). 

Bezeichnet man dieses Product mit P^{a y z), so hat man in Folge der 
Definition die beiden Gleichungen: 

(i + az)Pn{a , az) = Pn+i(a , z)y 
(i +a^^'z)P,{a,z) = P,^,{a,z\ 

folglich 

(I + az)P,{a , az) = (i + a'^^'z)P,{a , z). 

Bedeutet /ä(a) den CoefiTicienten von jsf^ in der Entwickelung von P„(ayZ) 
nach Potenzen von Zj so folgt aus der Vergleichung der Coefilcient^n von 
jf (a = I , 2 , . . , , w) 

fa{a)a- + fa^i{a)a^ = faW + fa-i{a)a^^' 

öder 

aa^a' - I) = /;_,(a)(a-+' - a«), 

»(n-H) 

Da f^{a) = I und ^(a) = a * , so folgt: 

a«+i — a" tt"+' — a«-» a»+' — a a" — I a"-' — I a"-«+' — I ^^— 
a« — I a«-i — I "a — i a — i a* — I '" a** — i ' 

öder auch 



« ' =- :—. 7 - . ■ g * . 



^n+i_^a+i,^in-i_^a+3 ^«+i__ei« a— I a' — I a"-«— I 
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Fflr die Functionen ^{x) wurden nun oben dfe folgenden AusdrAcke ge- 
funden. Im ersten Fall, wo in der Entwicklung der Function f{u) alle 
Potenzen vertreten waren, ergab sich 

, . X — 2* X — 2* « — 2»+' 

^^ ^ 1 — 21 — 2'' I-*- 2» 

ira zweiten Falle, wo f{u) nur ungerade Potenzen enthielt 

, v aj — 2*aj— 2* X — 2'"+i 
r\ j j — 2" I — 



- • • • _ — 



endlich ira dritten Falle, wo in der Entwickelung nur gerade Potenzen 
vorkaraen: 

. . __ «— 2*iJ— 2* « — 2'"+' 
^\^) "" I — 2»! — 2* r^~2^' 

Alle drei Functionen lassen sich durch P^{a , z) ausdröcken. 
Es ist im ersten Falle: 



im zweiten Falle: 



/ N n ^n{2 , — 2X-^) 

*^(^) = ^ P.(2,-.) 

,./3.N_j.n P.(4,-2»-') 



im dritten Falle: 



9K^)-^ P.(4.-0 

Darnach ist im ersten Falle: 

(n-aXn-a-i-l) 



+« 



^ ' (I — 2-lXl —2-2)... (I — 2-«Xl — 2-»Xl — 2-')...(l— 2—+«) 

ira zweiten Falle: 



C 



4 « .2« 



^«-« ( O" "(, _4-.,)(i_4-.).. .(I _4-«)(i_4-i)(i _4-s). ..(!_. 4-«+«)' 



im dritten Falle: 

(n-aXn-a+l) . 
. 2 +« 



»—a 



(-0-%! 



(I - 4-')( I _ 4-») . . . ( I _ 4-aXi '''4-'K» - 4-*) • . • (I - 4-"+") 
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Jedes Mal haben C'^_^ urid C« denselben Nenner und könrien sich nur 
durch das Vorzeichen und die Potenz von 2 resp. 4 iin Zfthler unter- 
scheiden. 

Zur Bereclmung der Zahlen 

I I 

welche in den Ausdrftckcn fOr die Grössen C vorkonunen, känn nian fOr 
grössere Werthe von a die von Euler gegebene Entwickelung benutzen: 

Es ist: 

( I — (iX I — <i*) . .. ('j — n'') "^ ( I — "öxl "— ''"^TT. 

Der Zähler känn auch in eine bcquem zu berechnende Reihe entwickelt 
werden mit Hilfe der ebenfalls von Eulek gegebenen Forniel 



(i + ^^){^ + ^i^^^) • • • in inf. = ^ — 



i»(w-H) 

z . 



-X){1 — *")...(! — «") 

Setzt man z = — a" , a; = a, so ergiebt sich der Zähler des obigen Aus- 
druckes gleich 

^ ~ I —a "^ (T^TXT"^^^Ö~" (I — «)(I — a*){l — a') "^ 

Fttr a = - ist 
4 

r(— i)*a -^ = I — r( — a' + a* + a' — n'' — a'' 

bis auf einen Fehler von weniger als io~". 
Es ergiebt sich: 

Z(— i)*a ' -=0,6885375371203. 
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Nun berechne man direct 



I — a ' I — al — a* ' I — al — a* I — a* 



För a = 4 werden die vier Glieder 



I — : : + 



l—a' (I— a-Xl — a'') (i — aXl — a'X> — O 

den gesuchten Werth jenes Zählers schon bis auf 15 Stellen genan an- 
geben. Fftr grössere Werthe von a werden noch weniger Glieder genögen. 

Man erhalt so ftir ; -. ^^^ — : den folorenden Ausdrnck, 

(I — aXi — a*)...(i — a«) .- ^ ' 

weleher för a_>4 den Werth auf 13 Decimalen angiebt 

- , 1,89108547194.10-5 
1,4523536424496 ^~i~^^^ 



4.924702. 10-' 3.053. 10 



— 11 



,?(«- 4) A^{a-i) 



NAOHSOHRIPT. 

Wie Herr Phragmén mir mittheilt ist die oben vorgeschlagene Mo- 

dification des Verfahrens von Archimedes, was die Berechnung von tt 

betrifft, bereits bekannt und in dem Lehrbuch von Saigey: ProhUmes 

^ Arithmétique (Paris 1859), auseinandergesetzt wordcn. Es ist rair nicht 

möglich gewesen, dieses Buch einzusehn und ich habe nicht verfolgen 

können, wer der Urheber des Verfahrens ist, und wie weit es ausser zur 

Berechnung von tt noch angewendet worden. 

C. R, 
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O-BER DIE GEOMETRISCHE BEDEUTUNG 
DER FLÄCHENTHEORETISCHEN FUNDAMENTALGLEICHUNGEN 

VON 

J.KNOBLAUCH 

in BERLIN. 



I. Die drei Gleichungen, welche zwischen den sechs Fundamental- 
gröss^n erster und zweiter Ordnung einer Fläche stattfinden, liaben folr 



gende Form: 



(O 



EQ — F* 



i /'^4 2Q 9F 

2\iE0 — F^duy/EO — F* \^ ^v du ^v 



+ ^ 



/ Slog- , 
ht \JE0 — F' \2 5m Sf 



SF 



(2) 






'^+XJ: + jtfj;) 



( 



= Oi 



o. 



Hierin bedeuten t7i,...,JJ' die sechs, aus den Grössen Ey Fy G und 
ihren partiellen Ableitungen gebildeten Christoffel' schen Verbindungen 
[Christoffel, Journ. f. Math. 70 (1869); vgl. Einleitung in die aUgemeine 
Theorie der krummen Flåchen (Leipzig 1888), § 28, 65]. Man deutet die 
Formel (i) gewöhnlich als den Satz von der Unveranderlichkeit des Krttm- 
mungsmasses bei allén Biegungen einer Fläche. Allein durch diesen Satz wird 
der Inhalt der GAUSs'schen llelation nur unvoUständig wiedergegeben ; denn 
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er besagt bios, dass das Krammungsmass K sich durch die Fundamen- 
talgrOssen erster Ordnung darstellen lasst, die Form der Åbhangigkeit 
aber, d. h. der Ausdruck' der Function auf der rechten Seite von (i), 
bleibt unbertlcksichtigt. Åuch die Mehrzahl der mehr öder weniger ele- 
ganten AusdrUcke, welche seit Gauss ftlr die Grösse K gegeben wurden, 
hilft diesem Mangel nicht ab. Denn sie sind meist algebraisehe Iden- 
titäten, wahrend die durch die Gleichung (i) dargestellte Beziehung zwi- 
schen einer simultanen algebraischen Invariante zweier Diflferentialformen 
und der GAUSs'schen Invariante einer von ihnen ihren Grund in den 
Bedingungen der Stetigkeit und Diflferentiirbarkeit hat, welchen die Car- 
tesischen Coordinaten der Flache unterworfen sind. 

Von dem erwähnten Eitiwurf frei ist der Ausdruck des Krtlmmungs- 
masses, welchen O. Bonnet schon vor langerer Zeit angegeben hat 
[Journal de TEcole Polytechnique, Cah. 32 (1848), p. 54], welcher 
jedoch, vielleicht wegen der zu seiner Ableitung benutzten Methode, we- 
nig bekannt geworden zu sein scheint. Es sei g^ die geodatische Kröm- 
mung einer, auf der Flache gezogenen Curve der Schaar ^(w, v) =2: const., 
ferner g^^ die durch das Bogenelement der Linie ^(w, v) = const. dividirte 
Veranderung, welche g^ beim Fortschreiten längs dieses Bogenelementes 
erfahrt. Denkt man sich auf der Flache irgend zwei orthogonale Curven- 
schaaren angenommen und wahlt diese zu Coordinatenlinien, so geht 
(fQr jP = o) die Gleichung (i) tlber in 



(3) K = — -A= 

^^^ 2y/E0 

Nun ist ftlr F = o ferner: 



duXy/Wdu) dv\>jEÖdv 



(4) 



mithin folgt 



(5) 



ffu= — 



dO 



== — > 



20yjEdu . 



ffv= — 



dE 



■=. — — 9 



L^ ^ 

ffvu i~ ^~ ffv 



2E\JQ dv 



I dQ 



und durch Vergleichung mit (3): 



2yjEG du \yjEO 



dG\ 
du) 



I ^ / ^ ^^\ 

^EGdv\J'ÉG 3y/ 



2yjEGdv\yJ. 



t' 



(6) 



K = g^, + g,^ —gl— gl 
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Dies ist der von Bonnet herrtihrende Wert, welcher in mannigfacher Weise 
niodificirt werden kOnntc. 

2. Ebenso wie die Gleichung (i), mtlssen auch die Formeln (2) 
Relationen zwischen geonietrischen Grössen liefern, welchc för jede Fläche 
Giltigkeit haben. Zur Deutung jener Gleichungen hat Bour, welcher be- 
kanntlich in seiner Abhandlung iiber die Abwickelung der Flächen einen 
ausgedehnten Gebrauch von ihnen niacht, einen Weg angegeben [Jour- 
nal de rÉcole Polytechnique, Cah. 39 (1862)]. Allein abgesehen 
davon, dass die Verfolgung desselben nur fttr das specielle, von Bour 
benutzte System orthogonal-geodätischer Coordinaten verhältnismässig 
einfache Resultate ergibt, so wtlrde sie auch die Hinzuziehung von Grös- 
sen nötig macben, welche bei sonstigen flachentheoretischen Untersuchun- 
gen von geringem Nutzen sind. Eine derartige Einftlhrung wird ver- 
mieden, wenn man gleichzeitig mit der gegebenen Fläche auch ihre Kröm- 
mungsmittelpunktsflache betrachtet. Mit den vier Hauptkrttmmungsradien 
der Evolute (und den beiden HauptkrOmmungshalbmessem der Urfläche) 
steht jede andere geometrische Grösse, welche wie jene von den DifFeren- 
tialcoefficienten bis zur 3. Ordnung abhängt, notwendig in Beziehung. 
Es ist bei dem engen Zusammenhange, welcher zwischen Krömmungs- 
mittelpunktsflache und Krttramungslinien stattfindet, zweckmässig, die 
ErQmmungen öder einfacher die geodatischen Krttmmungen der letzteren 
in Rechnung zu ziehen. Die Fundamentalgleichungen (2) geben dann, wie 
leicht zu sehen,^^wei Relationen zwischen diesen und den vorher genann- 
ten Grössen. 

Bezeichnet man nämlich die, durch EG — F^ dividirten linken Sei- 
ten der Formeln (2) mit a und y9, f er ner mit a' und p die Ausdrftcke, 
welche in analoger Weise unter Zugrundelegung eines zweiten Systems 
von Coordinaten p,g gebildet sind, so bestehen die Beziehungen: 

(Wbingartbn, Fcstschrift^der Technischen Höchschule zu Berlin, 
1884]. Sie lassen erkennen, inwiefern die Gleichungen tj! = ö^ p = o 
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fftr das Vérschwinden von a und [i notwendig und hinreichend eind, 
und dags es mithin genttgt, die Bedeutung der in Rede stehenden For- 
meln för ein irgendwie specialisirtes Coordinatensystem anzugeben. 

Nimmt man nun p und q als die Parameter der KrQmmungslinien 
an, so wird 



(7) 



F=o, M = o, 



(8) 



J.= 



j; = 



I dE 
I dE 

2Edq' 









^;= i?. 



I dO 



2Gdp 



9 i 



und die Fundamentalgleich ungen lassen sich bei EinfQhrung der Haupi- 
krQmmungsradien 



(9) 



E 



G 
/>, — JV' 



in die Form setzen: 



(lO) 



p^\^ ]ogE 
dq 



3p 
dq 



V.=-o„ 






o. 



Aus den AusdrQcken der Cartesischen Coordinaten .^^ 

för die, zu p^ gehörige Schale der Eyolute ergeben sich ferner tiiit Be- 
rttcksichtigung von (7, 9) folgende Werte der Fundamentalgrössen i, und 
2. Ordnung: 



/9/'.\' 



C O ^. = ©) 



^".=11' ^.=K-};y+(|)' 



(12) 



L.= — 



y/Edp, 



/>. 



¥' 



3/1 =0, 



^ 2JE \ PJ ^P 



Summe und Produkt der HauptkrQmmungen der Evolute werden hieräus 
in bekannter Wcisc gcbildet; die Resultate sind: 
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(13) /f , = -, „^.3„- -7 TT""^' 



""■(-J;)"!' ^^*('-S) 



Hierin, sowie in (10) kOnnen die Ableitungen ^ und ^ durch die 

geodätischen Krömniungen g^ und ^^ der Krttmraungscurven q = const., 
p = const. vermöge der Gleichungen 

ersetzt werden. Eliininirt man diese Ableitungen, sowie ^ und -^ aus 

(13, 14, 15) und der ersten Gleichung (10), fögt dann der entstehenden 
Relation diejenige hinzii, welche in gleicher Weise bei Bevofzugung der 
zweiten Schale der Evolute sich ergeben wQrde, so erhält man: 



(.6) 



[//, {p, — />,) + p^g;\p^g^ + ä; Oo, —/>,)*(! + p\f^ = o, 
^ [//, {p^ — p,) + Piffi]Prifi + K^{p,— p,y{i + plgl) = O. 

^Dies sind die gesuchten Gleichungen, welche fttr 

I 

die Form annehmen: 

r <ff, [r^ff, - H, {r, - r,)] + K, (r, - r,)\r{ + ^?) =<>, 



('7) 



- *'^i [r^x — -ffj (»•1 — r^)\ + -K» (n — r^\*\ + 9^ = 0. 





3. Die Einflihrung der HauptkrOmmungshalbmesser' der Evolute 
bewirkt, dass jede Flftchenklasse, welche durch eine invariante partielle 
DifiPerentialgleichung dritter Ordnung definirt wird, durch eine geometri- 
sche Relation gekenn?eichnet werden känn. So ist von Halphen [Bull^» 
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till de la Société mathématique de France, 4 (1876)] fttr die 
Weing ARTEN 'schen Flächen die Gleichung 

(18) K,K,{IP — 4Ä)' — K' = o 

gegeben worden. Im Allgemeiiien ist es zur Viermeidung umständlicher 
Eliminationen vorteilhaft, anstått der Grössen H^ , H^ öder wenigstens 
gleichzeitig mit ihnen auch ^r/^ und g^ zu verwerten. Denn die stets auf- 
tretenden Ableitungen von p^ und /?.^ öder rj und r^ kommen in jenen 
quadratisch vor, wahrend sie, durch g^^g^^ K^y K^ au^gedrttckt, aus (10, 
15, 14) und der entsprechenden Gleichung fttr K^ alp ganze resp. ge 
brochene lineare Functionen erscheinen. Die Werte sind: 



(19) 



1:^ = ('•i - O^. . 






^E^r v 2 iJ^.y ^^a^ r,-r,K/ 



Sie können z. B: dazu verwandt werden, eine charakteristische Eigenschaft 
der geradlinigen Flächen zu finden. Man definirt diese Flftchen zweck- 
mässig durch die Bedingung, dass die eine Schaar ihrer Asymptotencurven 
geodatisch ist. Bezeichnet nun 

Pdu + Qdv = o 

die Differentialgleichung dieser Schaar, so drttckt sich die gestellte Be- 
dingung durch die Gleichung aus: 

a GP — FQ d FP — EQ 



du yjopt _ 2FPQ + Eq* ^v yjGP* — 2FPQ + EQ^ ' 

Die krummlinigen Coordinaten seien die Parameter der Krttmmungs* 
curven, so känn gesetzt werden 



wenn von den beiden Hi^uptkrttmmungen Tj > o, demnach r , < o an- 
genommen wird. Die obige Bedingung wird alsdann 



20) ^- 1/ '— + ^ V = O 
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und transformirt sich vermöge (15, 19) in 

(21) .-7Wr';[^' + 3(r, -r,)«] +^.V=^[^ + 3(r. -r,)»] = o. 

Die beiden Vorzeichen von yll^^ entsprechen den beiden Schaaren der 

Asymptotencurven. 

Handelt es sich zweitens um die Bestimmuno: der GAUSs'sehen In- 
variante der DifFerentialform 

B = Ldu'' + iMdudv + N(h\ 

so setze man fQr die Parameter der KrQmmungslinien 



K. = — 






y/LN 

entnehme aus (9) die Werte 



2 



und benutze die Fundamentalgleich ungen (3), (10), die letzteren in der 
Form 

?!j 4. *•»—*•« £^ =: n ^ii -i. *« ~ *"■ ^ — n 

dq "^ 2E? dq "' dp "^ 2Ö dp 

Dann liefert die Durchföhrung der Rechnung 
(22) ^» = i(r, +r,) 



+ • 



Ar\r\ 



y.9\ (^ + O-, - »•,)') + r,^? (^ + (r, - ,-,)») } . 



I 

För die Annahme /i'^ = o ergibt sich eine Klasse von Flächen, deren 
Asymptotencurven durch Quadraturen bestiminbar sind. 

4. Die Einfölirung geometrischer Grössen, wie sie im Vorhergehen- 
den för die dritte Ordnung angedeutet worden ist, erweist sich als be- 
sonders Dfltzlich, wenn es sich um die Angabe eines analytischen Kenn- 
zeichens för eine Flächenklasse handelt, welche durch eine vorgeschriebene 
Eigenschaft definirt wird. Denn sobald es gelingt, diese Eigenschaft in 
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eine metrische Belation umzusetzen, so ist damit der Weg zur Auffindung 
der gesuchten partiellen DiflFerentialgleichung vorgezeichnet. In der oben 
erwfthnten Åbhandlung hat Bonnet die, aus 

leicht abzuleitende metrische Eigenschaft der Flächen mit isometrischen 
KrQmmungscurven aufgesteltt, deren partielie Differentialgleichung neuer- 
dings auf einem ganz anderen Wege durch Weingarten bestimmt worden 
ist (a. o. a. O.). FQr diesé^ wie fQr andere interessante Flächenklassen, 
welche von partiellen Differenlialgleichungen vierter Ordnung abhäDgen, 
reicht die Benutzung der auf die KrQmmungslinien bezogenen Grössen g^ 
aus. Es werde gesetzt: 



(23) 






_L??» — _L??» — 



Dann erhält man z. B. fOr die, der vorigen verwandte Klasse von Fl&chen, 
deren Krtkininungslinien auf der GAUS8'schen Kaget ein isometrisches 
System entopricht [Weimoarten, Monatsb. d. Berl. Akad. 1886], aus 

die Gleichung 

(24) ♦7^=7;^^ + ^;;—^':^^ + -^2, -O. 

Es sei die entspreqhehde Relation noch för die Flaehen mit einer 
Schaar ebener KrQmmungscurven zu bestimmen. Bezeichnét jp, den Winkel 
zwischen der Flächen-Normale und der Hauptnormale der KrQmmungs- 
linie q = const.. so muss nach einem bekannten Satze 

9>i ='f{9) öder ^ = o 



Ocotnctrische Bcdcutuog der flilchenthcorctischcn Pundamcntalglcichungen. 257 

sein, wenn die Schaar q = coiist. eben sein soll. Ferner hat man 
und känn daher fOr die betrachtete Fladienklasse allgemein sefzen: 

Dieae Gleiclmnff verwandelt sich mit Hilfe von (19, 23) in die gesuchte: 

(25) (n — ♦•j) ^i.</n — 1^^g^9i -= O. 

Berlin, September 1889. 
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OBER DIE 

ALLGEMEINE FORM DER EINDEUTIGEN INTEGRALE 
DER LINEAREN HOMOGENEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

MIT DOPPELTPERIODISCHEN COEFFICIENTÉN 

VON 

E. A. STENBERG 

lo HKLSINOFOBS. 

Von den zahlreichen Untersuchungen (i ber lineare homogene DiflFe- 
rentialgleichungen mit doppeltperiodischen Coefficienten, welche seit Her- 
mite'8 bertihrater Behandlung der Lamé'åchen Gleichung * und zwar durch 
sie angeregt, ausgeftihrt worden, nimmt neben den wichtigcn Sätzen der 
Herren Picard, Mittag-Leffleu und Halphen tiber das Verhalten der 
eindeutigen Integrale bei Veränderung des Arguments um eine Periode * 
die Untersuchung des Herrn Floquet tiber die analytische Form jener 
Integrale ' durch ihre allgemeine Giltigkeit eine besonders hervorragende 
Stellung in der Theorie der betrefifenden DifiFerentialgleichungen ein. 



* Hermffe, Sur quelques applkations des fonctions eUiptiques, premier fascicule. 
Paris, Gauthier-Villars 1 885. 

* Picard, Sur une classe (Téquations di ffércn tillies linéaiies. Comptes rendus 
de rAcadémie des sciences de Paris. 19 Janvier 1880. 

Mittao-Lefpler, Sur les équatimis différeniieUes linéaires å coefficmits dmtblenient 
périodiques, Comptes rendus de TAcadémie des sciences de Paris. 16 Février 
1 880. 

Halphen, Mémoire sur la réduction des équaiions différeniieUes linéaires aux formes 
intégrables. Torne 28 du Recueil dit des Savants étraugek-s. 

* Floquet, Sur les équation-s différeniieUes linéaires å coeffidenis douhlenierU pério- 
diques. Annales soient. de Técole normale supérieure. Année 1884. 

Aetm matAem«l<ea. 16. Imprimé le 8 aott 1891. % 
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Von den erwähnteii Sätzen ausgehend lindct der letztgenaniite Ge- 
lehrte dass die eindeutigeii Iiitegralc in Gruppen eingetlieilt werdcn können 
von der Art dass, wenn i/iy y^y - - - y Vm ^^^^ solche Gruppe bilden, so hat 
y, die Form 

wo die Goefficienten a , 6 , c , . . . , ä doppeltperiodische Functionen zweiter 
Gattung mit denselben Multiplicatoren und 



2{ow' /6'(«) r? 

u= — ^bW — ^K ^ 

JTi \6(i») w 






sind. Da diese analytische Form der Integrale eine auffallend grosse 
Menge verschiedener doppeltperiodischer Functionen enthält — ihre An- 

zahl ist z. B. in der obigen Gruppe — '- — — — habe ich vcrsucht 

Relationen zwischen ihren Goefficienten aufzufinden um soinit eine Form 
aufzustellen, die in dieser Hinsicht einfacher wäre. In BetreflF des Re- 
sultats meiner Untersuchung, die hier in den acht ersten Paragraphen 
folgt, verweise ich auf § 9, wo ich eine Form angegeben habe, welche 
sich dadurch von der Floquet'schen unterscheidet, dass die Anzahl der 
doppeltperiodischen Functionen derjenigen der Integrale selbst gleichkommt. 
In meiner Form treten aber ausser den doppeltperiodischen noch atidere, 
von mir durch ^^„ bezeichnete, Functionen auf, welche die Stelle der 
Potenzen von u und u' sowie ihrer Produkte einnehmen. Diese Func- 
tionen lassen sich doch, wie aus § 10 ersichtlich, eindeutig bestimmen, 
sobald die in § 9, Mom. 3, aufgestellten mi^n — i) Constanten bekannt siiid, 

r. Wenn eine homogene lineare Differentialgleichung mit doppelt- 
periodischen Goefficienten n linear unabhängige, eindeutige Integrale hat, 
känn mån, wie bekannt, immer ein System von n linear unabhangigen 
eindeutigen Integralen f^j f^^ * - * y fn finden, welches sich so in Gruppen 
cintheilen lässt, dass wenn fx[x) , /a+i(*c) ? . . • ? /a+;x(^) die zu einer Gruppe 
gehörenden Integrale sind, so erleiden sie bei Vermehrung des Arguments 
um eine beliebige Periode 20) folgende Veränderungen 
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fx{x + 2©) = cfx{x), 

wo C eine von x unabhängige Grösse und l^ eine lineare algebraische 
Function der eingeklammerten Grösseii ist. Ausserdem lässt. sich eine 
homogene lineare Diflferentialgleichung (/i + i)^' Ordnung mit doppelt- 
periodischen Coefficienten aufstellen, zu der die erwähnte Gruppe ein 
Fundamentalsystem von Integralen biidet Hierdurch wird die Fragc tlber 
die allgemeine Form der eindeutigen Integrale einer homogenen linearen 
Differentialgleichung mit doppeltperiodischen Coefficienten auf die ent- 
sprechende einfachere Untersuchung der Integrale einer solchen Differen- 
tialgleichung zuröckgeföhrt, deren silmmtliche Integrale eindeutig sind und 
zur selben Gruppe gehören. Eine Differentialgleichung dieser letzteren 
Art werde ich kurzweg 

bezcichnen, wobei j die Ordnungszahl bedeutct, 

2. Es sei n eine gewisse positive ganze Zahl. Von jeder Differen- 
tialgleichung 5|J,j_i = o setze ich nun folgende Eigenschaft voraus, Avelche 
bekanntlich jeder Differentialgleichung 5|}jj = o zukomnit, namlich duss sie 
ein Fundamentalsystem von Integralen von der Form 

Vi = 9^{^\ 

C'*-2,3,...,n-l) 

hat, wo ^{x) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattung, f;x,a(^)> 
J^/t,3(^) > • • • > ¥^{i'fi{^) solclie Functionen erster Gattung und A^^^ ganze al- 

gebraische Functionen (/i — u)^'' Grades von- x und ~{x — x^) sind, wobei 

Xq eine beliebig gewählte constante Grösse bedeutet, welclie keinen Ein- 
fluss auf die Function ^{x) hat, dagegen aber gewöhnlich als Unendlieh- 
keitsstelle der Functionen f^„,v(^) auftritt. Ausserdem nehme ich von den 
Functionen ^^^j,, welche ich unter Benutzung der körzeren Bezeichnung 
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als Functionen zweier unabhängigen Variabelen x und ^ betrachte, an, 
erstens dass sie kein von den Veränderlichen unabhängiges Glied ent- 
halten und zweitens dass es möglich ist gcwisse Constanten 

a^^y,. und h^^^^^ (r=i,3,...,M-»') 

aufzustellen, welche die Bedingungen 

fQr jedcn Werth der Veränderlichen gentSgen. 

Åuch diese Eigenschaft kommt jeder Gleichung jp^ = o zu. 

Auf diesen Voraussetzungen fussend werde ich im Folgenden be- 
weisen dass auch jede Differentialgleichung n^' Ordnung 5p^ = o und 
somit ttberhaupt jede Gleichung der betreflfenden Art Jp^ = o die ge- 
nannten Eigenschaften besitzt. 

3. Durch eine Substitution y =: y^Jtulx känn die Gleichung 5(5^ = o 

iininer in cine Differentialgleichung n — i***" Ordnung, rfie auch von der 
mit 5p^ = o hezeichneten Ärt ist, ilbergeffthrt werden, weiles immer eine 
doppeltperiodische Function zweiter Gattung y^ giebt, welche 5p, = o 
integrirt. Die so erhaltene Differentialgleichung, die ich 5pj/l, = ö be- 
zeichnen werde, hat der Annahme nach ein Fundajrnentalsystem von Inte- 
gralen Wj , W3 , . . . , w,_| von der Form 

(;i-2,S, ...,ii— 1) 

wo aber nicht nur f^^U^;) , ^^^3(0;) , . . . , frj,y^_i(ri;) sondern auch f^^^{x) 
doppeltperiodische Functionen ersler Gattung sind. 
Die hier vorkommenden Functionen 
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wo C^fj"^ = o ist, haben laut der Voraussetzung die Eigenschaft 

T=;i— v— 1 






a "'^-"-^ 



Um nun die Integration der Funetionen Wj , w^ , . . . , w^_i zu bewerkstelli- 
gen, ftlhre ich statt der doppeltperiodischen Funetionen <p^i\{x) ^ ip^i\{x) ^ ..., 
F«-i,«-i(^) andere elliptische Funetionen ein, die ich <lJ^i\{x) ^ ^ilU^)»--*» 
^*li,«-i(a;) nennen werde. Vor dem ist es aber nöthig folgende Vorbe- 
\nierkungen zu machen. 

Jede elliptische Function 0{x) känn als Summe zweier solchen Fune- 
tionen Q[x) und B.{(t) betrachtet werden, von denen die erstere die Eigen- 
schaft hat, dass ihr Integral eine eindeutige Function ist, und die letztere 
nur Unendlichkeitsstellen erster Ordnung hat. Diese Funetionen bestimme 
ich S0| dass wenn 

0(,x) = c +£cr^(:r - ?,) + i:C\p{x - O + . . . 
ist, so wird 

sein. Hierdurch ergiebt sich 

fG{x)dx = C.x-{- K.4>-\-F{x), 
wo 

• 

und F{x) eine elliptische Function ist. 

In analoger Weise werde ich die neuen Funetionen Ci^^\{x) als Sum- 
men von je zwei Funotionen 

und 

schreiben können. 



264 E. A. Stenberg. 

Unter Zugrundelegung dicser beidon Gleichungen stelle ich znr Be- 
stimmung der einzuftthrenden elliptischen Fiinctionen 0^f!^y{x) die Reeur- 
sionsformel 

/tt = 2,3,...,n— 1\ 
Vv«-2,8,..../t / 

auf. Die hier vorkommende noch unbestimmte Function jF)1\{x) ergibt 
sich durch die GleichuTifi: 



'ö 



Durch Einffthnmg dieser Fiinctionen wird nun 



Vsrjx V~H T— V- I 

(;4=l,2,...,n— 1) 



«, =^ Z yi^iH.d^^ix) + TJ^ll z r;:ux) 



wo ich der Körze wegen 

geschrieben habe. 

4. Durch theilweise Integration ferhalte ifch 



und da 



/ 



p = 7 * 



A— /t— w-f-l , A=^/*— v />-/!— v— A+1 



A = l p.-0 \ '^ / 



rr% 
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erglbt sich 



•-/* 



p=^/4— v + 1 A^/i— v+1 /9 = /t- v-A+1 



und 



J 'r '^{^lö;',Ux)r7T = "i/w. + ^*^in!U^)] + / ''^"'ir^''' 



v=/x r=v— 1 



Ziifolge . dieser Gleichung erhalt man bei der Integration der Fuhc- 
tionen u^ , m.^ , . . . , w„_, das Resultat 

c/ c/ • 

(.'1= 1,2,. ..,»1-1, 

WO ' 

73(1) __ /111) ^ I r'(i) / 

zu setzen ist. 

Die in dieser Formel noch zu integrirenden Fnnctionen ^i2{/,v und 
^Af,\H]}^^[x) werden, wie sich aus den unmittelbar bevorstehenden Un- 
tersuchungen ergeben wird, durch .die Anforderung, dass die Integrale 
der Functionen ?/, , w^ , ? . . , u^_^ eindeutig sein mttssen, identisch ver- 
schwinden. 

5. Dieser Anforderung känn nur dadurch Genttge geleistet werden 
dass die Function ^A^^,\II^^,\{x) in der Umgebung jeder dem Werthe x^ 
incongruenten Stclle den Character -eincr ganzen Function hat. 

Es sei 

^^ p o u 

Ada mathematica. 15. Imprimé le 4 aoilt 189l. 34 
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SO muss also die Gleichung 

erföllt werden, wenn för a? ein beliebiger dem Werthe f^ congruenter 
Werth substituirt wird. Hieraus ergiebt sich aber dass diese Gleichung 
in Beziehung auf ^ und x eine Identitllt sein muss, denn eine ganze al- 

gebraische Function von x und -{x — x^) känn nicht ohne identisch zu 

verschwinden för sämmtliche Werthe des Ärgumentes rr, welche cinem 
gewissen Werthe congruent sind, NuU werden.^ 



^ Jede solche Function 






geht Dämlich durch dié Substitution x =>: ^ + 2\ko + 2v'co' in cino ganzo algebntische 

/ 

Function von 2i/ ttber, deren Coefficienten ganze algcbraiscbe Functionen von ca •\ — ojI 

und 71 -\ — W sind. Von diesen hat speziell der Coefficient der höcbsten Potenz von 2v 
das Ausselien 



A = 




Wenn nun die ursprUngliche Function för jeden Wortb a; = f + 2i/fe> + 2i/W, wo 
1/ und v bcliebige ganzzabligc Werthe haben, Null wird, miissen sämmtliche Coefficienten 

v' 
der letzteren Function ftir joden ratiooalen .Werth der Grösse — verschwinden. Hieraus 

folgt, da der Bruch 



. 1/ . 10 2(0 , . V 
(O -f- —CD <0 -\ j O) 

u 
ist und also fUr verschiedeoc Werthe der Grösse — verschiedene Werthe annimmt. dass 

u 

in (ler ursprliiiglichen Function sämmtliche Glieder von der Dimension m fehleu, und so 
ergiebt sich schliesslich dass diese Function identisch Null ist. 
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Wären nun die Functionen A],\\ , A)^\i . . . . , -^l/V/^.^i sämmtlich von ver- 
schiedener Ordnung mttsste jeder Coefficient aj/|i NuU sein und somit jede 
Function Hf^\[x) ideiitisch verschwinden. Sind aber nicht alle JJ/t von 
verschiedener Ordnung und giebt es unter den Coeffieienten a\'^\ solche,^ 
die nicht Null sind, so känn man wie aus der folgenden Auseinander- 
setzung hervorgeht immer die Sunnne ^A^^,\lf^l\[x) gleich einer anderen 

setzen, in der die elliptisehen Functionen j-i„^y{x) dieselbe Form wie 
-HJtlU^) haben mössen, die ganzen algebraischen Functionen von ^ und x 
Aft^^ aber sämmtlich von verschiedener Ordnung sind, was das identische 
Verschwinden der Functionen 'H,,,^{x) und somit auch der betreffenden 
Summe zur Folge hat. 

Ich nenne a]^^\ diejenige unter den nicht verschwindenden Grössen 
a^j^[, welche den kleinsten zweiten Zeiger hat und nehnie an dass es r + ^ 
Functionen A]!\ , -4J/*^i , . . . , -^Jt.Wr von derselben Ordnung nik giebt. 
Nun biide ich die elliptisehen Functionen 

und erhalte, da 
die Gleichung 

V=l V«=»l V = K+l 

Durch Einftthrung dieser Functionen liabe ich also einen Ausdruck ge- 
funden, welcher statt r + i nur r Functionen ^4^^, von der Ordnung m^ 
enthalt. 

6. Damit fu^dx eindeutig sei ist es nunmehr nöthig und hin- 
reichend dass in der fttr die Umgebung der Unendlichkeitsstelle x^ + 2cD 
geltenden Reihenentwicklung der Function ^iij^^w 

M^__^.{x — x^ — 2a))-</^-^> + . .. + M^.{x — x^ — 2(0)-' + 3/, + ... 

der Coefficient 31^ Null ist welche Periode 2© auch sein mag. 
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Der Kiirze wegen schreibc ich 

v=/i--l A=/t— 1 

V=s 1 A = 1 

/>«/* — A— 1 



Ta,/» — ^ I ^/i.wW,;, ^ A/i,v<^A-i,/»+i ) 

sowic die fttr die Umgebung der Stelle x^ geltcnde Keilicnentwickelung 
der A**° Potenz der Function if) unter der Form 



T=A-1 



<p' = Z Ä,.,. [X - x,)-'''^' + G{x - .T,), 

wo G{x — x^) nur positive Potenzen des Argumentes entliält, und der 
erste Coefficient h^^^ den Werth ( — i)^ hat. In der Umgebung der Stelle 
Xq + 2a) bestehen alsdann die Entwickelungen 

r=A /=A I >i 



1 

^-/t — A— I /> = //— A — 1 « 

und somit wird M^ eine ganze algebraische Function von x^ + 2a) und 2^. 
Anstått diese Functionen vollstllndig aufzustellen suche ich nur die Glieder 
derselben auf, welche in Beziehung auf diese Grössen von der höchsten 
Dimension sind. Das Produkt ^^//a(^) enthält nur ein solches Glied, 
nämlich das, welches den Werthen r= i , / =^ i , & = o und />=/i — A — i 
entspriclit, folglich ist die Summe der bctreffenden Gliedcr der Function 
il/j glcich 

Die obige Bedingung dass M^ fur jede Periode ^2(d gleich Null sein muss 
känn nur in der Art erfQllt wcrden, dass M^ idcntisch verschwindet (s. 
§ 5). Es ist also 

rA,/*-A 1 = o (A*l,2,...,/i-l) 
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d. li. in der Function ^R^,^^ fehlen die Glicder der höchsten Dimension 
gänzlich. Hieraus folgt aber dass jeder Coefficient dieser Function 

ist. 

7. Es ist also nun 



V»/l V=pL 



fu.dx = Z B<,y. + Z 4^1 2.;:>. (;r) 

und sorait erhaltcn wir ein Fundamentalsystein von Integralen der Glei- 
chung 5p„ = o, wclchc die Form 

haber?, wo f?(.K) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattung, fr2^5('.r), 
V'3,2{^) > • • • > ^i.,»(^) solche erster Gattung und die Coefficientcn A^^^ ganze 

algebraische Functionen (// — v)^" Grades von x und - {x — x^) sind, 
wenn wir 



v = l 



schreiben. 

Vergleicht inan die Ausdrttckc Af^^^^R^]^^ und iJ^^^, findet man dass 

^^/^»^ __ /^KD J(1) TXI) 

^^^Z*.»^ __ 1^(1) J(l) 

wenn x und ^ als von einander unabh&ngig betrachtet werden; hieraus 
folgt, da 2^ÄJ»y, = o ist, 

v=/i y=/i 



y=/A y-=/i 
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Die Functionen yl,, „ haben also wie die Functionen A^^^,, die Eigenschaft 
dA 



7*1" 



dX 

dA 



^/t,v, l-"/*,w + l "t" ^/4,y,*2'^/t,v + 2 "t" • • • "t" ^;t, i/,/A_v— l-"/i,/t_l H~ ^/i,v,/i-y> 






//i«>2,3,...,n \ 
Vf = l,2, ...,/i-V 

und zwar ist hier 

^(1) /, /id) /w-2,3....,/t--l\ 

8. Wie ans der Differentialglelchung 5p^ = o eine andere 5p^Jli = o 
abgeleitet wurde, kaim man .von der Gleichung 5p^ = o ausgeheiid ein 
System von Differentialgleichungen von der mit 5p^ = o bezeichneten Art 

5p„ = o, ^!i, = o, i^e, = 0, . . . , 5pr-^> = o ' 

aufstellen, worin iji^/l;^ = o durch die Substitution von ^^^~'^\r)ff/(lx statt 

der abhangig Veränderliclien y aus der Gleichung ^^^L^Za+i = o abgeleitet 
worden ist, wenn jr^^ '^^(.r) ein doppeltperiodisches Integral Ictzterer Glei- 
chung darstellt. 

Aus der vorhergehenden Untersuchung folgt dass jede Gleichung 
^M^-A = o ^^^^ Fundamentalsystem von der im § 2 augegcbenen* Form 

(/i = 2,8, ...,n-A) 

besitzt, und zwar ist hier ^^^\x) eine doppeltperiodische Function erster 
Gattung. Mit Hilfe der in den Gleichungen 

__ AU) _> y ^(A) ja) _fL j(A) y 7,(A) J(A) 

vorkommcnden Grössen a!,^/, _ und b)^^^., baue ich nun wie in § 3 die ellip- 
tischen Functionen CPJ/,v(-c) mittels der Recursionsformel 
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auf, indem ich ^ 

und 

schreibe. Es ergiebt sich sodann aus den Formeln des § 7 

und 
sowie 

J JU) y^C"-!) 

-^fijv •"/*— A,y— A -^/x—iz+i» 

Weil 

<P<^> (rr) = tf»<^> (a;) = . . . = d^^U.i^) = ip''\x) 

und also 

erhält man einerseits 

**v+l,y,l "y + 2,y,l • • • "'M-i,y,l » ^y + l,y,l ^y + 9,v,l — ' • • ^n-Ä,y,l 

und andererseits 

för A = o , I , . . . , n — Xj wobei man unter «,^/|v...j ^^l,- "^^d f)e?y(^) die 
Grössen ff/,,w,r > ^*,v,r und fr,t,v(^) zu verstehen hat. Wir können also 
schreiben 

„(Ä) /,(A) //A) lAk) 

"/t,y, 1 "y, l> 'V,",! — ^v,l> 

Ich setze nun voraus dass wenn der Zeiger /> kleiner als die ganze 
Zahl r ist, so finden die Gleichungen 



a 



(A) __ ^(x) 
u, v, p 



rjU) 7/A) ^ A(>.) 

"y,;»> '%"./> ^^,f> 
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^tatt. Da der letzten Gleichung auch die Form 
gegeben werden känn, nnd 

fc — - I 

SO ergiebt diese Voraussetzung 

lind also auch -^ 

r(A) rm na) -L^O) 7/(A) i:'(A) 

FZ{x) = nu,M) = ... = n\r{^). 

Hieraus erhält man aber 

M) __ ^(i) _ __ M) ]p) __ /.(A) _ _ 10) 

d. h. es bestehen die obigen drei Gleichungon aiich wenn p = r ist und 
soniit im Allgeineinen. 

9. Zusamincngcfnsst crgeben die bisher gefundcnen Resnltate den Satz: 

Ble zu derselhen Gruppe gehörenden eindeidigen EUmente eines Funda- 
mentahysiems von Jntegralen einer linearen Iwmopenen Differenfialfflekhung 
mit doppelfperiodischen Coefficienien Jiaben die Form 

«/, = f'(.r)[y4,., + f',(.T)], 



• • • + ^n^n-it-^-iCr) + f'„.(a-)], 
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WO 

i) (p{x) eine doppeltperiodische Function zweiter Gattung bedeutet, 

2) f^aC^) > Vzi^) > • • • > Fm(^) doppeltperiodische Functionen erster Gattung 
' sindy und 

3) die Grössen A^^^ gånze algehraische Functionen von x und - {x — x^) 

von hochstens {/x — i^)**" Grade darstellen, wobei die Constante x^ 
heliebig gewählt werden känn, und haben diese Functionen die 

Eigenschafi, dass wenn {x — x^) als eine von x unahhängige 

Veränderliche ^ betracktet wird, so giebt es m{m — i ) Constanten 



^2,1 > ^2, 'i y • * • 9 ^«,m— «> ^J,l > ^«,« > • • • > ^2,m-2i 



^m— 1,1 > ^m— 1,1» 

wdche die m{mj—^ i) Gleichungen des Systems 

//« = »,»,...,"• \ 

tn Identitåten Hherfuhren. 

10. Die in dieser Gruppe auftretenden — ^^^^ ^ Function A 

werden durch die (§ 9, 3) genannten w(m — i) constanten Grössen ein- 
deutig bestimmt. 

Zu diesem Zwecke bezeichne ich mit 5^ „^^ die Suinme sämmtlicher 
Glieder der Function -4,, „, welche in Beziehung auf x und ^ von p^*' 
Dimension sind, und mit s)^\p die Summe der entsprechender Glieder der 
Function A[^J^. Es wird also 

-"/i.y = ^/i,i^,l r ^;t,y,2 + • • • r ^At,y,;»-y> 

JU) M) I «(A) • • M) 

Jeto tNaM«iiM(t0a. 15. Imprimé le 21 aoOt 1891. 35 
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Diirch Einftthrung dieser Bezeichnung erhält der in § 4 definirte 
Ausdruck BJ,y, das Aussehen 






-fl— v p-fi-v-X-^ ^ fl o / \ 



lind somit wird unter Benutzung der in § 6 aufgestellten Coefficienten yj, ^ 

/>- 1 ' Ä— 1 /» = ! 

Da aber nach demselben S 6 diese Coefficienten Null sind verschwindet 
auf der rechten Seite die letztcre SuTnine, und man eriiUlt unter Beachtung 
der Formeln der §§ 7 und 8 

denn aus A,^, = ^!/?-a,.-a folgt ,<?,,,, -^ ^f ^.v->..^. 

Aus der letzten Gleichung und der Formel A,,^^ — -^1^^^^,! ^^gi^bt 
sich nun 

p—p- V—\ k^nfl V—p 

A.v= 52 £ TITT K*-'^ + ''■'.*^'')-Vh*,p + «.,,,- v.-r + /v. .-vt^S 
und es ist also 



X-/t-v— />+! 



r : 



i-i 



^•^vf|-,v,l'^*?/*,v4 4,/>-l* (/>-?,S /»-. y) 



1 1. Als Beispiol wilhle ich die Differentialgleif^hung dritter Ordnung 

(•) i;! - [■>« + ^'^•^(•'^)] £ - ^'' + öi'''(^'-)^''^ = °- 



Ober liaearc homogcno DiffercDtialgleichuDgcn mit doppcitpcriodischcn CocfPicicutcD. 2/5 

Sie gehört zu der Classe von Gleichungeii, welche keine scheinbar 
singulären Stellen besitzen, und deren allgemeines Integral eindeutig ist 
und nur eine Unendlichkeitsstelle a; = 20) von höchstens zweiter Ordnunjr 
im Periodenparallelograrnme haben Ijann. Diese Classe enthält nur vier 
Gleichungen dritter Ordnung, den vier Gruppen von Wurzeln der deter- 
niinirenden Gleichung — 2,2,3; — 2,1,4; — 2,0,5 ^^^^ — 2 , — 1,6 
entsprechend, und unter ihnen ist die obenstehende die der ersten dieser 
Wurzelgruppen entsprechende. 

Diese Gleichung hat das doppeltperiodische Integral 

wo ajj und ic, durch die Gleichungen 

bestinimt werden. Schreiben wir* 

wird f eine Wurzel der Gleichung 

r — 2ac' + (a^ — 6a6^)f + b' — 2h\a' ~ y^a — 2^J = o, 

wo 

^=9^ — 3^^'- 

Da es sich hier nur um die analytische Form der zur selben Gruppe 

gehörenden Integrale handelt, werde ich keine anderen Fälle untersuchen 

als die, in welchen sämmtliche Integrale eine einzige Gruppe bilden. 

Damit dieses stattfindet ist es nöthig und genttgend dass die letztere 

Gleichung nur eine Wurzel hat, d. h. dass die Constiinten a und h den 

Bedingungen 

i8aJ' + a' = o, 

ft^Sia* — i8//,a' + 2^(j.^a — ^-g'^ = o 
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gen ögen. Die beiden Falle: 6 = und 6 4= o können gleichzeitig be- 
handelt werden. 

Dag einzige doppeltperiodische Integral y^ hat die oben angegebene 
Form, wo x^ und x^ durch die Gleichungen 

eindeutig bestimmt sind. Seine Multiplicatoren sind dritte Wurzeln der 
Einheity es bestehen also die Relationen 

X, + x,=-{.<o + va,), -^j + -i-i-^ = - (v^ + v'7 ), 

wo v und v' gewisse ganze Zahlen sitid. 
Die Gleichung 

dx*"^ ^\a(x^) "^ a(x^)'^ a{xr-x^)^ a{x — x;) a{x) ) dx 

j. afza-l- ^ H'"») _ f^) 4. '^X^ — «.) _ <^'('g - '' .)\ j_ >, ör3!^^^ - o 

+^L + É-(^.) - F(«'.)U<r.) «.(«>.) + <r{x --^) iK^::ri,)j +4F^«)y - o» 

welche durch die Substitution y = yCzdx erhalten wird, hat das doppelt- 
periodische Integral 

und geht durch die Substitution 



z = z^Judx 



in 
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Qber. Diese Gleichung hat das Integral 

In der allgenietnen Form des Fundamentalsystems von Integralen 
der Gleichung (I) 

Vi = 9>{^)> 

treten also folgende Functionen auf, wenn wir der Einfachheit wegen die 
beliebige Grösse x^ gleicb — {x^ + x^) feststeilen, 

f»(«) = 20|i?(a; + »1 + a;,), 



•"1-1 ^^ o" ■"» 1 ~r t^i^J -f- C, -T — : : 

*•' 8a '•' ' » ' ««r(a! + jBj + a:^ 



) 
)' 



c, = (I « + ^(xj) ^L_i__|. + (- fl + ^ (xj) ^^^^-^ , 
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In dem speziellen Falle, dass b = o und also äueh a = ö ist, gehén 
diese Functionen, weil x^ = — x^ wird, in folgendé einfachere tiber: 

4 

^{x) = p{x) — '^, 

^^^^ a{x + x^) "^ a{x — x^) a(x) ' 

j = ax + 2-, f , 

-'^ a{x) 

Å — I A^ 

Of i o -I » 
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SUR UNE TRANSCENDANTE REMARQUABLE 
TROUVÉE PAR M. FREDHOLM. 

Extrait d*une lettre de M. Mittag-Leffler å M. Poincaré. 

»Permettez-moi de vous exposer un resultat assez remarquable qui a 
été trouvc par un de inea éléves, M. Fredholm. 

»Autant que je sache, toutes les fonctions qui n^existent que dans 
un certain domaine du plan et qui ont été étudiées jusqu^ici cessent 
d'exister, parce que les fonctions elles-inémes ou leurs dérivées devien- 
nent discontinues sur la frontiére. M. Fuediiolm a trouvé, dans un des 
champs les plus connus de TAnalyse, une fonction qui est continue, ainsi 
que toutes ses dérivées, sur toute la frontiére qui limite le domaine 
d'existence de la fonction. 

»Ecrivez la fonction sous la forme 

v- 4-00 V" — I 00 



et mettez 



00 



f (<,y) = Ze''"^''". 



i/eO 



Si la partie reelle de u est negative, la fonction est une fonction uni- 
forme de t pour toutes les valeurs de t dont la partie reelle est nega- 
tive. La fonction, ainsi que toutes ses dérivées, sont des fonctions con- 
tinues de t sur Taxe imaginaire. Mais cet axe imaginaire forme la 
limite du domaine d'existence de la fonction. Pour voir cela, vous 
n'avez qu'a faire Tobservation que la fonction ^{tju) satisfait a Tégalité 

Aeta mathfmattra. 15. Tmprlmé Iv 21 aoOt 1891. 



280 

et de mettre 



G. Mittag-Leffler. 



<p{t,o) = p{t-t,) 






oii t^ est un point sur Taxe imaginaire. 

»D'aprés le théoréme connu de M"* Kowalevski* la serie p{t — t^) 
ne peut étre convergente, a moins que ^{t^yu) soit une fonction entiére 
rationnelle ou transcendante de o. Cela n'a pas lieu, et la fonction 
^{tyo) considérée comme fonction de t n^existe donc, pourvn que o soit 
une constante dont la partie reelle est negative, qu'ä Tintérieur du do- 
inaine: partie reelle de t <o. 

]>En mettant 



é = Xy €"= a^ 



a 



< I, 



VOU8 obtenez une fonction de Xj 



00 

qui n'existe que pour | o? | < i et qui reste continue, ainsi que toutes ses 
dérivées, pour | rr | = i . 

X)I1 est facile de voir qu'on peut beaucoup généraliser ce resultat 
obtenu par M. Fredholm.d 

' Journal fUr Mathematik, t. 8o. 
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SUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 
TRANSFORMABLES EN ELLES-MÉMES PAR UN CHANGEMENT 

DE FONCTION ET DE VARIABLE 

t 

PAR 

P. APPELL 

å PARIS. 

I . ' Les fonctions périodiques d'une variable z sont des fonctions qui 
ne changent pas quand on y reinplace z par ^ + (o, (o étant une certaine 
constante. On peut, plua généralement, imaginer des fonctions de z qui 
ne changent pas de valeur quand on fait sur z une operation détenninée 
f?(^), de telle fa9on que Von ait 

'V[f'(^)] = A4 

Il peut se faire qu'une fonction f{^z) ne change pas quand on fait succes- 
sivement sur z plusieurs o']3érations déterminées if{y) , ^'(i^) , . . . Ton aura 
alors 

/•[f(^)] = A4 /"[i^C^)] =/(^). 

Telles sont les fonctions doublement périodiques pour lesquelles jr(i:)=r+^j 
ip[^z) = z -{- a)'j la fonction modulaire de M. Hermite et, plus géné- 
ralement, les fonctions fuchsiennes et kleinéennes de M. Poincaré pour 

lesquelles ff{z) , </^{z) , . .. sont certaines fonctions de la forme .... 

Nous avons donné des Gxemples de fonctions f{z) vérifiant une rela- 
tion de la forme 

f[^{z)] = f{z) 

Jeta mathemaHea, 1A« Imprlmé le 38 septembre 1891. 3g 
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dans deux Notes préscntées a rAcadémie des sciences de Paris dans les 
scances des 21 avril et 19 niai 1879: dans deux de ces exernples ^{z) 
est une fonction algébrique de 2^ r('^) ~ ^^ ^'^ ^^ — ^5 ^^^^ "^ autre 

(f{z) est une fonction transcendante sin-^. M. Rausenbkrger a publié 

une suite de Méinoires intcressants sur les fonctions /'(*•) vérifiant une 
ou plusieurs relations de la fonne ci-dessus, en supposant que les opera- 
tions désignées par <f{^z) , 4\^) » • • • soient algébrlqties: il a considéré des 
fonctions plus générales f^z) vérifiant des relations de la fonne 

m 

^^{z) (t (/'{z) dcsignnnt des fonctions algébriques données.' A un autre 
point de vue, des cquntions fonctionnelles de formes analogues dont les 
princi påles sont 

^{z) et (I'{z) désignant des fonctions données algébriques ou transcendantes, 
ont été étudiées par Abel,^ par M. Sciiroedeh, ' M. Kohkine/ M. Farkas*^ 
et enfin par M. Koenigs^ ä qui Ton doit d^iinportanfs théorémes sur 
Téxistence et Texpression générale des solutions holomorphes de certaines 
équations fonctionnelles. 

Dans une Note Sur des équations différentielles Unéaires dont les inte- 
grales vérifient des relations de la forme F[fr(^)] = (}i{x)F{x) présentée a 

* Vo3'ez Uausenberger: Th^ork der allgcmeinen Periofliciiät, (MathematiBche 
Ann al CD, Torne 1 8, année 1881); Zur Theark der Functiotien mit meJirercn nicht ver- 
taum-hlmren Perioden, (Deux artides. Ibid., année 1 882); Vher j)eriodi^che Fiuictionen 
xireiter Gatiung, (Ibid., anncc 1882); Lehrhtwh der The<yrie der periodi.9chen FunkUonen 
eiuer Variabkn mit einer eiidlklien An^nhl wesentlic/ier Dificontinuitätspmikte, (Lpz. 1884.) 

Oeuvres complötes, publiécs par M. M. Syix)W et Lie, Torne II, p. 36. 
Cber vnendlieh rick Ålgorithmen xnr Auflösung der Gkichungen, (Mathcnia- 
tische Annalcn, Tomc 2); Vber ileririe Fmwtioncn, (Ibid., Tome 3). 

* Sn r un j)rohkme d^intfrpolalvni, (Bulletin des sciences mathématiquos, 
1882). 

* Journal do mathématiques de M. Resal, mars 1884. 

* I?echei'che8 sur ks snhsiitntions uniform es, (Bulletin des sciences mathé- 
matiques, 1883); Becherrhes mtr ki^ iniégraks de certaineii vquaiion^i fonctionnelles, {Ktk- 
nales de lEcolc Normale, année 1 884, supplement); Nonvelks rech^rches sur kit 
équations fonctionnelles, (Ibid., novembre 1 885). 



2 
s 
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rAcadémie des sciences dans la séance du 7 novembre 1881, j*ai cori- 
sidérc des équations différentielles linéaires et homogénes définissant y 
en fonction de x et possédant la propriété suivante. Il existe deux 
fonctions ^ et ^ telles qu'en faisant le changemcnt de fonction et de 
variable 

on rauiéne Téquation a la forme primitive oii x scrait rcinplacé par t et 
y par z. En d'autre8 tennes, il existe un changeinent de fonction et de 
variable qui transfornie Téquation en dle-^néme; si cette hypothese est 
rcalisée, Téquation adinet au inoins une intégrale y = f{x) verifiant une 
relation de la fonne 

F[(p{x)'\ = Ail>{x)F{x) 

oii Ä désigne une constante. 

On recennait dans ce théoréme une analogie lointaine avec les 
théorénies que M» Picakd a donnés sur les équations différentielles li- 
néaires a coefficients doublement périodiques. (Comptes rendus, 1880, 
premier semestre; Journal de Crelle, t. 90.) 

Dans le cas oii Téquation différentielle est du second ordre, les deux 
fonctions ip et (p existent toujours comme Tönt montré Kummer dans son 
mémoire sur la serie F{a,j9, r>^)? ^^ M* Binoscni dans différents mémoires 
dont le point de départ se trouve resumé dans les Comptes rendus, 
^' 93> P- 941- *Jö iJ^G propose, dans le present travail, d'étudier et d'in- 
tégrer une classe étendue de ces équations, en m'appuyant sur les ré- 
sultiits obtenus par M. Koenigs. 

2. Kappelons d'abord quelques uns de ces resultats, atin de pooivoir 
caractériser les équations dont nous allons nous occuper. 

La suite des quantités otj , ot.^ , . . . , ot^, est dite converger réguliérement 
vers une limite x, lorsque, a tout jiombre positif e aussi petit que Ton 
veut, il est possible de faire correspondre un entier N^ assez grand pour 
que, sous la seule condition 1)>_N,, on ait 

«;, X\ < S.^ 



* La notutioD \u\ siguiöc moduk de u. 
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Soit une fonction jr(^) uniforiiie dans rintérieur d'une region R du 

plan et jouissant de la propriété que, si z est intérieur ä cette region, 

il en. est de meme du point z^ = f{^)} si nous posons généralement 
^^.^j = jr(^<), les pointfi de la suitc 

sont tous a Tintérieur de la region R, Lorsque cette suite converge 
réguliérement vers une limite x qui n est pas pour ^{z) un point singulier 
essentiel, on sait que x est un zéro de la fonction 

qui dolt vcrilier Vinégalité 

. K''(*)l<i. 

Cette valeur de ^'{x) sera constannnent désignée par a et supposée difiFé- 
rente de zéro. Rcciproqueinent, si x désigne un zéro de la fonction 
z — ^{z) tel que |fr'(a;)| < i, le point x est le centre d*un cercle C^ a 

rintérieur duquel: i°) jr(^) est holomorphe, 2**) le niodule de ^^^-^ 

reste constannnent inférieur a un nombre fixe moindre que i, 3®) les 
points z^ j z^j . . . f Zp convergent uniformément vers le point x (voyez 
• KoENiGS, Annales de TEcole normale, 1884, supplement, page 6). 
Toutes ces conditions étant remplies, nous supposons que les coefficients 
de Téquation différentielle sont holomorplies ou méromorphes au point limite 
Xj hypothése qui écarte les équations dont les coefficients sont des fonc- 
tions doublement périodiques, ou des fonctions fuchsiennes. Nous montrons 
que toutes ces équations sont intégrables a l'aide de la fonction B{z) 
introduite par M. Koenigs, et méme qu^elles peuvent, par une substitu- 
tion que nous indiquons, étre ramenées a avoir leurs coeflFicients constants. 

3. Pour obtenir une premiére expression des coeflficients de nos 
équations, nous aurons a nous appuyer sur les considérations suivantes. 

Soit ^f{z) une fonction de z holomorphe dans le cercle C, et telle 
que le module de (/^{x) est moindre que Tunité. Alors, en désignant 
par k une constante positive comprise entré Tunité et le module de ^{x)^ 
on pourra, a cause de la continuité de (p{z), assigner un nombre positif 
o tel que, sous la condition 

' Z — x\ < f) 
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on ait 

Soit, d'autre part, (s){z) une fonction IwlomorpJie dans le ccrclc C^.. La 



serie 



Hä X. 



(I) F,{z) = Yj>{z)<l>{z,)4'{z,)...^{z^)B{z:) 



11=0 



est convergente poiir toutes les valeurs de z prises dans le cercle Cj. et 
définit, par suite, une fonction de z dans ce cercle. En efiFet, /étant un 
point du cercle 6^,, on pcut trouver un noinbre v assez grand pour que, 
sous la seule condition n>_Vj on ait 



z^ — x 



<py . \H^n)\<k* 



Partageons la serie (i) en deux parties la preiniére contenant les v pre- 
miers termes, la seconde les autres 



i«=»y— 1 « = «> 



I\{z) = Z <p{z)<p{z,) . . . é{z,)m{z,) + Y <f>{z)<p{z,) . . . i}>{z,)B{z:). 



11*0 n«=v 



La seconde partie contient en facteur il>[z)<p{z^) . . . ip{z^_^) et peut secrire 
(p{z)ip{z^) . . . </>{z,-i) r </>{z,)<p{z,+,) . . . <p{g.i.p)S){2,^^), 

p = 

serie évidemment convergente, car le module de o){z„^.j) restant inférieur a 
une limite fixe L puisque w{z) est holomorphe, et les modules des fac- 
teurs 

étant tous inférieurs ou égaux au nombre k inoindre que Tunité, le mo- 
dule du terme general sera moindre que 

terme general d'unc progression géométrique décroissunte. 
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La fonction F^{z) existe donc dans tout le cercle C^: olle vérifie la 
relation suivunte qui résulte iinniédiatement de la forinc du développement 

(2) F,[jr(.)]=^,,^^F.(.)-fi5(4 

La serie des dérivées des termes de I^\{z) est aussi uniforménient con- 
vergente dans tout le cercle (7,, comnic on le verra en faisant un raisonne- 
ment analogue a celui que fait M. Koenigs pour des series du mémc 
genre. On en conclut que la fonction l^\{z) est Ao/o7Worjy//e dans le cercle 
C,. Ge fait se trouvera du reste vérifie a posteriori dans tous les cas 
que nous traiterons. 

Coinplétons ces considérations en cherchant toutes les fonctions holo- 
niorphes ou inéromorphes vérifiant la relation (2). 

Soit F{z) une autre fonction holoinorphe ou méroinorphe dans le 
cercle Cj. vérifiant la méuie relation que I'\{^) 

La différence F{z) — i^\(-) verifiera la relation 

* 

M. Koenigs a uiontré ^ qu'il existe une seule fonction Iiolomorplie G{z) 
vérifiant Téquation 

et qu'il n*existe aucuue fonction niéroniorphu dans le cercle C\ vérifiant 
cette équation. Gette fonction Cr[z) étant forinée, on aura 

ce qui niontre que la fonction 

Oiz) 



* Aunalos de 1 Ecolc noruiale, 1 884, supplcii.cut p. 25 et 26. 
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est une solution inéromorphe de Téquation fonctionnelle 

dont M. KoENiGS a donné toutcR les solutions méromorphefi et holo- 
rnorphes dana le cercle C^. D'apréR Tanalyse de M. Koenios (loc. cit. 
page 1 6), cette équation n'admet de solution holomorphe ou inéromorphe 
dans le domaine du point x que si Ton a 

4>{x) = [jr'(a:)]", 

n désignant un entier positif ou négatif. Si Ton suppose cette conditlon 
remplie, la seule solution holomorphe ou méromorphe de Téquation 
fonctionnelle est 

a étant une constante et B{z) une fonction holomorphe dont M. Koexigs 
a donné Texpression et qui vérifie la relation 

B[<f{z)\ == <,^'{x)B{z). 

On a donc alors, pour expression générale de F{s) 

F{z) ^ F,{z) + aG{z)[ri{z)]-\ 

Cette fonction i?(-^) est définie par M. Koenigs comme la limite vers 
liiquellc tend le produit 



n 



r\\ 



quand p augmente indéfiniment, f%(-2') désignant Topération (f[z) répotée 
p fois. La dérivée B\z) est la limite du produit convergent 



<^aD 



^w=n^ 



S'il n'existe pas d^entier n vérifiant la relation 

Hx) = {<f'{x)-\', 
Téq nation 
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Ti'admet aucune solution holomorphe ou méromorphe au point x. Dans 
ce cas, il n'existe pas de fonction holomorphe ou méromorphe F{z) autre 
que F^{z) vérifiaut la relation 



^1f(^)] = ^(V)^(^)-®(^)- 



Bquations du second ordre. 

4. Arrivons maintenant a Tobjet principal de ce travail et prenons 
d'abord une équation linéaire et homogéne du second ordre que l'on peut 
foujours supposer privée du second terme: 

KuMMER ^ et M. BRiosom ^ ont niontré qu'en rempla9ant z par tpi^z) et 
u par UyJ(f\z)^ Téquation reprend la méme forme pourvu que if{z) vérifie 
la condition 



t 0tf _ f/J 



(3) A[?W)=^./W+^-5S'- 

oii jr', <p'\ f'" désignent les dérivées successives de ^{z). Lorsque f{z) 
est donnée, la détermination d'une solution <f{z) de cette équation (3) est 
impossible daiis la plupart des cas. Nous supposerons if{z) donné et nous 
chercherons a former une fonction f{z) vérifiant la relation (3). 

Supposons que Ton se donne une fonction (f{z) remplissant toutes 
les conditions indiquées dans le numéro 2. Nous savons quau point 
limite o; on a |f'(ir)| < i, et nous supposons, comme plus haut que y'{x) 
est différent de zéro. Dans un certain cercle C^ de centre x et de rayon 
suffisamment petit, y\z) restera diflférent de zéro et la fonction 

O) 






* Joarnal de Crelle, t. 15. 

' Un resumé trös-succiDct des importantcs rocherchcs de M. Brioschi se trouvé daDS 
les Comptea rendus, t. 93, p. 941. 
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sera holomorphe dans C,. En écartant le cas oii cette fonction serait 
identiquement nulle, on peut appliquer Tanalyse du n° 3 en prcnant 
pour (l){z) la fonction [jr'(ir)]\ D'aprés ce que nous avons vu, la serie 



ll=:ao 



/;(.)= r[f'(%'(.,)...F'(0]'s(.„) 



n-O 



est convergente et définit une fonction holomorphe a\i point x vérifinnt 
réquation (3). 

Si Ton prend pour la fonction f{z) cette détermination particuliére 
/■j(^), réquation différentieUe 

aura son intégrale générale holomorphe au point xi soient F^{z) et F^{z) 
deux Solutions holomorphes linéairement indépendantes: Ics fonctions 

seront aussi des solutions holomorphes et l'on aura 

Vf («) 

a, , b^ ^ a^ j b^ désignant -des constantes. Si Ton fait 

F{z) = A,F,{z) + Å,F,{z) 

* 

on pourra déterminer les constantes A, et Å^ de telle fa9on que 

(4) j.';^F[^{z)] = AF{z), 

Ä désignant une constante. Il existera donc une intégrale F{z) et, en 
general, deux intégrales telles que F{z), holomorphes au point x et vé- 
rifiant cette relation. Quolle sera Texpression analytique (Tune de ces 

Acta mathematiem. \6. Imprimé le 38 Repteiubre 1801. 37 
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intégrales? La fonction B{z) de M. Koenigs (log. cit. pnge 16) vérifie 
Téquation 

sa dérivée B'{z) vérifie donc Téquation 

^^'{z)B'[^'{z)] = ^^'{x)B'{z) = aB'{z) 

en posant 

jr'(.r) = a; 

d'ou 

Comme z = x est un zcro simple de B{z) , B'{x) est difFérent de zéro et 
yjB'{z) est une fonction holomorphe au point x. Le produit 



F{z)^/B\z) 

sera donc holomorphe au point x et verifiera la relation 

Ce produit est donc nécessairement de la forme 

C[B{z)]' 

oii n est un entier positif ou nul, C une constante arbitraire. Quant a 
la constante A, elle est. 

L'on a donc enfin, en laissant de cöté le facteur constant C, 

F{z) ^lii^) = {B{z)Y 
d'ou 

(5) rM=pl--. 

L'équation diflférentielle 

— -ufXz) = o 
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admettra donc une et, en general, deux intégrales de ccttc fonne oii il 
ne reste plus qu'ä déterrniner Tentier positif ou nul w. Pour cela ex- 
prinions que la fonction 



1^ 

3 



vérifie l'équatioii: nou? aurons apres réduction et en désignant les dérivécs 
de B par R, B", 

Gette relation doit étre identique en z: or, pour ^ == a:, tous les terincs 

sont finis sauf -^ qui devient infini du second ordre. Il faut donc que 

ce terme disparaisse, c'est a dire que n ait une des deux valeurs o ou i. 
L'équation différentielle 

aura donc les deux intégrales 



^i =l^^.y «'. = 



yjBXzy ' yJB\z) 

EUe peut étre regardée comnie intégrée dans le doniainc du point x, 

Remarque. Coinme le noinbre entier désigné ci-dessus par n est egal 
a I ou a o, la fonction f^[z) vérifie Tidentité 

3 ö "* I B'" 
^>(^) ^ÄB^~2B^* 

Proposons nous de démontrer directernent cette identité sans nous 
servir de Téquation différentielle. Posons 

yj, I B"* xB" 

• 

et calculons la valeur II (^,) que prend cctte fonction quand on y remplace 
z par y{z). Désignons pour abréger par B\ , B\\ B\" les valcurs B{Zy), 
B'{z^) , B"{z^). Comme on a 

B' = ^B\ 

a 
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d'aprés la prppriété fondainentale dé la fonction B{z) 

on aura en dérivant les deux inembres par rapport a 2 

Portant ccs valeurs de -j- et -^- dans lexpression de II(^), on tro u ve apres 
réduetions 

Comme nous avons pose plus haut 



on aura 



En vertu de cette identité, il est aisé de former la soninie de la serie 



n = » 



/•.(.) = r[F'(^)F'(^,)...f'U)]"^5)(0 



M=:0 



qui définit /',(^). LMdentitc ei dessus donne on ehangeant z en z^ et par 
suite z^ = fr(i?) en ^,,^1 

D'aprcs cela le ternie gcnérale i\, de la serie /'i(^) peut sécrire 

expression de la forme 

«^» = ««» — «'»+ 1 
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en faisant 

w-. = [^'(^)fr'(^,)...jr'(^._,)rn(u . 

La goinme S^ des n premiers teriiies sera donc 

Sn -^ v^ + v^ + . . . + v^ = Wo — «;,+,. 

Comme w^^x ^<^"d vers zéro pour n irjfini, la somme S^ tend vers la 
la liinite tv^^j on a donc 

A(^) = "'o = n(^) =4Zi'»-— jiT- 

Cest bien Tidentité que nous voulions vérifier. 

On pourrait encore un peu simplificr cette analyse en remarquant 
que Véquation 



donne 



d'ou 









5^'WfW ..f'W = «"^'^- 



5. Nous avons vu dans le paragraphe 3 que si ^\x) n'est pas* de 

la forme 

ip(x) = [f'(^)]", (n entier) 

il nexiste pas de fonction holomorphe ou niéromorphe autre que F^{z) 
vérifiant Véquation 

(2) ■ F[j.(^)]= — -FX^)-S(4 

Si au contraire 

le fonction méromorphe la plus générale vérifiant la relation considérée 
est F,(^) + «ö^('^)[^(^)]~*> ö^C-^^) étant une fonction holomorphe telle que 
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et a désignant une constante. Or, dans rapplicatiori quc nous vcnoiis de 
faire ä Téquation différentielle 

nous avons forinc unc fonction f^{z) holoniorphe au point x vérifiant la 
relation 

de la fornie (2) ci-dessus 011 

La condition 

est donc vérifiée pour n = 2; la fonction G{z) est [B'{z)y^ et la fonction 
la plus génorale méromorphe au point x vérifiant la relation 

est 

n'iz) 



M = A(^) + ^^\ 



L'équation du second ordre la plus générale reniplissant les conditions 
que nous imposons a nos équations est donc 

f{z) ayant la forme que nous venons de trouver. Nous al lons intégrer 
cettc équation. La fonction B{z) admettant le point liniite z == x pour 
zéro simple, la fonction f{z) adniettra ce point pour pole double et, dans 

le voisinage de z = x, la partie principale de f{z) sera ^ r-, . L'inté- 

{z ar) 

grale générale de Téquation linéaire est donc réguliére au point x, suivant 
les expressions usitées dans la théorie des équations linéaires. L'équation 
fondamentale déterminante est 

r{r — i) — a = o; 
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supposons ses racines distinctes et supposons que leur différence n'est pas 
un nombre entier. Si Tune de ces racines est r, Tautre sera i — r et, 
dans le doinaine du point a:, Tintégrale génerale de Téquation sera de 

la forme 

u{z) = X^{z — xYg^{z) + X^{z — xf-'g^[z\ 

(Ji{z) et g^iz) étant deux fonctions holomorphes dans le doniaine du point 
X et ne sannulant pas en ce point. (Voyez les recherches de M. Fuchs 
ou le Mémoire de M. Tannery, Annales de rEcore normale, 1875, 
p. 165.) L'équation différentielle ne changeant pas quand on reniplace 
z par ^{z) et u par ti}J^(z). adniettra aussi dans le domaine du point x 
Tintégrale génerale 

que Ton peut écrire 



avec 



G(z) = \t(^l^lir 2M5å , GAz) = \filLzJl-\-' 9^^ , 

^^ ' \_ z — x \ ^jj'(g) »^ ^ L a-« J vVC*) 

ces nouvelles fonctions (?, et G^ étant, ainsi que les premiéres g^ et g^, 
holomorphes au point x et différentes de zéro en ce point. Les deux 
formes m et ?7 do Tintégrale génerale devant ötre identiques, on a 

G^{z) = k,g^{z), G^{z) = k^g,{z), 

A'j et A;, désignant des constantes. On a donc 

[^{z) — xYg,y{z)] = k, ^^)[z — xYg,{z), 

On en conclut que les deux intégrales particuliéres 

F,{z) = {z- xYgM, F,{z) = {z- xy-^g,{z) 
vérifient les deux équalions 
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Corame la fonction B{z) de M. Koenigs admet le zero simple z •== x et 
vérifie la relation 



d'ou 



le rapport 



B'[f(^)]=^^fj^B''(.), 



[B(z)]' 



^W{z) 



est, dans- le voisinage du point x, egal a {z — xf multiplié par une fonc- 
tion holomorphe et vérifie la relation 

v//%(0] ^^ v'ö'(«) 

ou on a pose ^'{x) ■= a. La fonction 



est donc holomorphe au point x et vérifie la relation 



I 

r 



elle est, d*aprés le théoréme de M. Koenigs déja cité, de la fonne [B{z)Yj 
n désignant un entier positif ou mil. Mais comme cette fonction ^^{z) 
ne s'annule pas au point x et que B{z) admet le zéro simple z = x^ il 
faut prendre n = o. On trouve ainsi, pour Tintégrale F^{z) rexpression 

on trouve de. méme pour la seconde intégrale particuliére 

L'équation différentielle est donc intégrée. 

En substituant ces fonction» F, et f\ duns réquation différentielle, 
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on montrera que Téquation est vérifiée par Tune et Tautre quelque soit 
r, cest å dive méme en laissant de cöté les supposUions faites sur r, a 
Taide de Tidentité 

établie dans le numéro préccdent. 

Lorsque r = - , a = ces deux intégrales sont identiques. On 

en obtiendra alors une nouvelle par la méthode connue qiii consiste a 
remplacer Tiine des intégrjiles par la différence des deux divisée par r : 

• [B{z)Y-[B{z)Y-r 



(r-iy^x^) 



puis a faire tendre r vers - . On trouve ainsi, pour a = -^ -, les deux 
Solutions 






'{» v B\z) 

quil est aisé de vérifier d'aprés l'identité ci-dessus. 

Remarque. Le resultat general que nous venons de trou\'er sur Tex- 
pression des intégrales de Téquation " 

— -nf{z) = o 

peut s'cnoncer ainsi. En faisant le changement de fonction et de variable 

u=^^:^, é = Blz) 

on transformera Téquation en une autrc dont rintégrale généralc sera 
et qiii, par suite, aura la forme éléinentaire: 

ä coefFicients constants. 

Je/a maihtfmaiica, 15. Imprimé le 29 septcmbre 1891. 33 
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6. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que la fonction 



"1 r% ^' J'> v t -w \ '* 



i<p--2<pf" _ 2_ /_L\ 



n'e8t pas identiquement nulle; pour qu'elle le soit, il faut et il sufifit que 
^{z) soit le quotient de deux foiictions linéaires en z 

a y b j c , d cotistants. On sait et il est facile de vérifier que, si Téqua- 

tion du second degré 

— fr(^) = o 



z 



a ses deux racines x et x' distinctes, la relation entré z et z^ peut s^écrire 



z, — X y^z — X 



^ — -. = K 

Z, X Z X 



'1 



K désignant une constante. La dérivée ^'{x) est égale a K\ il faut donc 
supposer |A'|< i. Alors, il est evident que le point x est un point 

limite pour la substitution 

z, = jf(2?); 

le deuxiéme point x' serait limite pour la substitution inverse. D'aprés 
M. KoENios,^ la fonction B{z) est dans le cas actuel 



et Téquatiön ci-dessus entré z et z^ exprime la propriété 

B[^{z)] = f:'{x)B{0) 

puisque 

jr'(a:) = K. 

Dans ce cas particulier la fonction appelée précédemment f^{z) 



n = Qo 



/;(.)= r[F'(^)f''(^J...rU)]'s>K) 



n- O 



* ADDales de I'Ecole uormale, l^^4) supplement page 24. 
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est identiquement nulle, et la fonction f{z) devient 



L'équation diffcrcntielle 



dz 

devient 



T—uf{z) = o 



d\i 

- a 



dz" 



I 11^ 

; «* = O. 

X Z X J 



elle admet les deux intégrales 



B'-(e) B^'^(z) 



^i=1^n=.^ ^ = 



^JW) " ^B\z) 

o\\ r et I — r sont les racines supposées distinctes de Téquation r{r— i) = a 
Ces deux intégrales sont, en négligeant des facteurs constants 

_ {z — xY __(« — «/-'• 

^1 7 '\r—\ > ^2 7 >\—r ' 

* \Z X / * ^ [Z X ) ^ 

ce qui est bien connu.^ Si r = -, on aura les deux intégrales 



^1 = \/(^ — »X« — ^')^ ^3 = "l l«g 



J5 X 



Z — X 



Ce sont la des vérifications élémentaircs de la métliode généralc. 

Si les points liinites x et x' étaient des points singulicrs essentiels 
de la fonction f{z)^ les considérations précédentes ne sappliqueraient 
plus. On obtiendrait alors une fonction f{z) vérifiant la relation 

oii 

, v az + h 

en prenant une fonction tliétafuchsienne de M. Poincaké. On serait 

* Voir UDC Note de M. Besge, Journal de Liouville, l^'® serie, t. 9, p. 336. 
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ainsi conduit a des questions se rattachaut a un ordre d^idées entiére- 
nient difiFérent de celui que iious avons adoptc dans ce niéinoire. 
Si les deux racincs x et x* de Téquation z = y[z) 

az + h 
cz + cl 

sont égales, x' = x, la substitution z^ == ^{z) peut s^écrire, comnie il est 

connu 

I I 



z^ — X z X 



+ C. 



Dans ce cas x est encore un point limite, niais notre méthode ne s'applique 
plus car <p\x) = i et nous supposons |j^'(a;)| < i. 
Néanimoins Téquation 



dz 



u /I I \' 

-,- — a , u = 

\Z X Z X / 



dont nous venons de trouver rinté":rale conduit coninie cas liniite ä Tin- 
tégration de Téquation 

d^u hu 

d7~{z--xY^ ^' 

Il suttit de poser 



k p 
.*- j—— ' • 

X — X) X — X 



quand x' lend vers x^ Téq nation 

r{r — i) =: cf 
devient 

// = k 
et rintégrale 



(-4i-=":)'=(-4-+'75^r 



devient 

9 

{z — x)€^"^ ^ p = ±.\[k^ 
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Ce eas a été traité par Spitzkk, VorJesungeti uber lineare Dijferentialghi' 
chunffetiy p. 98. 

Ges dernicres cquationa rentrerit également dans le type d'équations 
différeiitielles linéaires biiiömes que nous avoiis étudic. dans les Ann ales 
de TEcole normale (janVier 1883). 

7. Si nous revcnons un instant au ens general, nous pouvons faire 
cette reniarquc que Téquation différentielle 

-,-,- - ui{z) = o 
conserve la niénie forme non seulement po ur la substitution 

mais encore pour une infinité de substitutions du méme genre. 

En effet le coefticient f{z) s*exprime comme nous Tavons vu en 
fonction rationncllc de la fonction B{z) et de ses dérivées. Il restera 
donc le méme si Ton altére la fonction ^{z) de telle maniére que la 
fonction B{z) ne soit pas altérée. Or cela est possible d'une infinité de 
mäniéres, comme Ta montré M. Koenigs dans ses Nouvélles récherches sur 
les équations fonctionnelleSj (Annales de TEcole normale, novembre 
1885). M. KoENiGS a démontré que Téquation 

B[Z) == kB{z) 

dans laquelle k est une constante et |fc| < i définit Z comme une fonc- 
tion de z holomorphe dans le domaine de point x et se réduisant a x 
pour z = X. Soit Z = 0{z , k) cette fonction; elle. admet le point x 
comme point limite et sa dérivée (^(ol, k) au point x a pour valeur k. 
On en conclut que toutes les fonctions (P(^, ä) oii |ä;| < i donnent nais- 
sance a la meme fonction B{z) et que ce sont les seules fonctions jouis- 
sant de cette propricté. La fonction 0{z y a) nest autre chose que jr(;8f). 
En resumé, Tcquation différentielle 
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est trunsfoniiable en cllc-inéme par toutes les substitutions 



1 



u= v[0\2,k)] % t= 0{z,k), 

oii k est une constante de module plus petit que runité. Ces substitu- 
tions förment, d'aprés les dénoniinations de M. S. Lie, un groupe continu 
de transfomiations. 

Cest la qu'on peut trouver la raison de ce fait que Téquation est 
réductible a une autre ä coefiicients constants; car si Ton pose 



z = iog/y(.), u = m^yu 



on obtient une équation entré U at Z qui ne change pas quand, sans 
clianger de fonction, on remplace Z par Z + log A:. Les coefiicients de 
cette équation devront donc admettre la pcriode log k et, comnie k est 
arbiträire, ces coefiicients seront des constantes. 



Équations du troi»ieme ordre. 

8. Nous allons montrer rapidement que la méme méthode avec les 
mémes conséquences s'applique aux équations du troisiéme ordre dont les 
coefiicients son t méromorphes au point limite x. 

Soit 

une équation de troisiéme ordre que Ton peut toujours supposer privée 
de second terme par un changement de fonction. Faisons le changement 
de fonction 

u = vÅ{z) 

et de variable 

nous aurons en désigiiant par ic , it', w", a"* les dérivces de u par rapport 
il z et par v , v'j v", v'" les dérivées de v par rapport a /, les formules 
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U = VÅj 

u" = vX" + t;'(Ajp" + 2XY) + r' V, 

u'" = vk'" ^- v'{Xf" + iXy + 3A"fr') + 3v'Y{¥' + ^'f ') + v"''!f ' 



8 



Supposons que Ton puisse déterminer A et j? de fa9on que Téquation 
différentielle reprenne la méme fonne, avec cette seule difFérence que u 
sera remplacé par v et z par t. Le coefficient de «;" devant étre nul 
on aura 



AfT" + ^Y = o, Å = 



I 



f>\z) 



en particularisant la constonte d'intégration, ce qui ne particularise pas 
la détenn i nation des fonctions A et jr, car deux déterminations de k qui ne 
différent que par un facteur constant doivent étre regardées comme iden- 
tiques. On devra avoir ensuite, en écrivant que le coefficient de v' est 
— 4f{t) on — 4/'[f^(^)] et celui de t;, — 4Sl{i) o\i — 4ff[f^{^)]' 

— 4/LF(^jJ = J-r, y 

ou en rempla9ant Å par sa valeur — et rcduisant 
(a) ^[F(^)]=4-,A.)+Ä^ZL3fl', 

(b) .(;[F(^)] = j-sM -p{^) -^. (^)": 

Pour que la transformation soit possible, il faut et il suffit qu'il existe 
une fonction p{z) autre que z vérifiant ces deux conditions. 

La prerniére relation (a) étant identique a celle que nous avons ren- 
contrée dans Tétude de Téquation du second ordre, la fonction f{z) la 
plus générale vérifiant cette relation sera, corame nous avons vu 



«') = «') + '[M\'' 
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f^[z) étant une fonction holomorphe dont nous avons donné deux ex- 
pressions. 

La fonction f\z) étant ainsi déterminée, il reste ä déterminer la fonc- 
tion g[z) par la condition (b) dåns le second niembre de laqiielle figure 
la fonction f{z) qui n'est pas holomorphe au point x rnais adinet ce 
point pour p61e de second degré. 

Rappelons nous que la fonction B[z) adinet le point x pour zéro 
simple et vérifie la relation 

B[<f{z)-\ = <f\x)B{z)==aB{z) 

en faisant (f'[x) = a. 

Multiplions le premier membrc de la relation (b) par B^tpi^z)] et le 
second membre par la fonction identique a^B\z), nous aurons 

gMz)]B\^{z)] = ^^M^)B\z) -'^rf{z)B\z) -^ (;^)">(^)' 

ou en posnnt 

F{z) = 9{z)B\z\ 

x{z)=''y^f{z)B\z)+^^{^)"B\z), 

(d) n<t{^)'\=y^n^)-x{^) 

ou la fonction )^[z) est holomorphe au point x, car le produit f{z)B^(z) 
Test. Cette dernicre cquation (d) rentre dans le type d'équations fonc- 
tionnelles traitées au paragraphe (3) 

IW^)] = ;j^^^^F{z) - ai{z) 



011 



'a 



On obtient une solution particulicre de cette cquation a l*aide de la serie 

TT (A —V [f'(g)y'(g,) • ■ • r 'M\' f _ . _ T.,.Y v v'*"^'/'(««). 
^A*)-2^ ^^i^^ XK-") - B (*) 2^ if'»(^„ . ,) ' 
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serie convergente car, la quantité (p{x) étant égale a a ou a jr'(^), le 
module de ^{x) est moindre que Tunité. Comme 

ip{x) = <p\x) 

la fonction holomorphe ou méromorphe la plus générale vérifiant Téqua- 
tion fonctionnelle est 

P désignant iine constante arbitraire et G[z) unö fonction holomorphe au 
point X vérifiant la relation 

Cette fonction est actuellement [_Ii\z)'Y et Ton a 

en écrivant B ^ B\ . . . au lieu de B{z) , B\z) , . . . . Comme on a pose 

F{z)^g{z)B\ 
on a enfin, potir l'exprP8sion de g{z): 






que nous rapprocherons de celle de f{z) 



n^) = m + «(§')*• 



f{z) admet le point x comme p61e du second ordre et g{z) admet ce 
point comme pole du troisiéme ordre; Ics parties principales de f[z) et 
g[z) dans le voisinage de ^ = a; sont respectivcment 



a ti 

7i ' T^ "!• 



{z — Al)' (z — x)' 

Arta jnathfmatiea. 15. Impriiné le H octobrc 1891. 30 
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9. En adoptant ces dcterminations de f[z) et g{z\ intégrons 
maintenant Téquation que nous avons écrite 

d^ti du ^f ^ /v 

i 

dans le domaine C^ du point x. L'intégrale générale sera régnliére dans 
le domaine du point .r: elle sera composée linéairement avec les trois 
intégrales particuliéres 

ii^{z) = (^ — orY'h,{z), u^{z) = {z — xy%{z), 

\^\j\ désignant trois fonctions de z holomorphes au point o? et r^, 
r^ , rg les racines de Véquation fondamentale déterminante 

r{r — i)(r — 2) — ^oly — 4^ = o 

supposées distinetes et telles qu'aucune des difFérences r, — ^2 > ^j — ^8> 
r^ — 1\ ne soit un nombre entier. On sait en outre d'aprés M, Fuchs 
que, dans cette hypothése, les fonctions holomorphes ^ ^{z) j \{z) ^ \{z) 
ne s'annulent pas au point x.^ L'équation différentielle reprenant la 
méme forme quand on fait 

ip(z) r \ / 

la nouvelle équation entré v et / admet les trois intégrales 

{t - x)-'\{t) , {t - xy%{t) , {t — x)-'\{t), 

d'ou Ton déduit pour Téquation u les trois intégrales 

[<p(z)~xY^h,[f{z )] [ <p(z) -xY-^h,[^(z )] [<p{z) -^ xphM^ )] 
if\z) ' ifXz) ' ip'(z) 

Comme f[z) — x admet le zéro simple z = Xj les quantités [^{z) — rr]'"' sont 

de la forme 

'^{z) — x~Y^ 



i.-.r[^^] 



* Voir par exeinple Tannery, Anna les de 1 Ecole normale, 1 875, p. 1 65. 
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oii le second facteur est holomorphe au point x; Ics trois nou velies in- 
tégrales ci-dessus sont donc de la forme 

{z - xY^H,{z) , {z - xY'H,{z) , {z - xY^H,{z), 

II^{z) y U^{z) y H^{z) étant de fonctions de z holomorphes et non nulles 
au point x. Comme les premiéres intégrales u^{z) ^ u^{z) j u^{z) sont de 
cette méme forme, elle sont identiques aux nouvelles ä des facteurs con- 
stants prés, et Ton a 



cest a dire 



[,(,)-. i>.M.(.)i ^t,(.-^r/,.w 



de méme 



■«,[f(^)] = *,f'(^)«,(^). 

k^ , k^, k^ étaDt des constantes. La fonction S{z) adtnet le zéro simple 
z = X et vérifie l'équation 



d'ou 



la fonction 



J^Wi^)] = ^^{^\ • « = f'(^) 



5'[f(^)]=^V)^(^)' 



..(.)F(^) 



[5(01' 

est donc holomorphe et différente de zéro au point Xy et vérifie la relation 

D'aprés M. Koenigs, les scules solutions holomorphes ou méromorphes 
de cette équation sont de la forme 

XB-izl 

OU n est un entier positif, ncgatif, ou nul. La fonction (p{z) étant ho- 
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lomorphe au point x et ne pouvant pas sannuler au point rr, cet entier 
n est nul, 0(^) est une constante, et k^é~''^ est egal ä Tunité. On aura 
douc, en négligeant un facteur constant 

on trouvera de niénic 






L*équation différentielle peut donc étre considérée comme intégrée dans 
le doniaine du point x. 

La notion de continuitc permettra d^afllriner que ces trois fonctions 
sont encore des intégrales Hnéairement indépendantes, quand les racines 
)\ , r^ , Tjj restant distinctes, certaines des diflférences 

deviennent des -nombres entiers. 

On passé du cas general oii les trois racines sont distinctes, au oas 
oii deux ou trois deviennent égales par un procédé bien connu que nous 
avons eniployé pour Tcquation du second ordre et sur lequel il est inutile 
d'insister. 

lo. La foruie que nous venons de trouver pour Tintégrale générale 
de Téquation 

niontreque si Ton fait le changeincnt de fonction et de variable 

rintégrale générale de Téquation en v est 

et par suite cette équation en v prend la forme élémentaire 

d^v dv ^ 
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ä coefficients constants.^ Il serait aisé de vérificr toutcs ces conséquences 
en supposant 

coinine nous Tavons fait au n*' 6 pour Téquation dusecond ordre. L'une 
des équations dont nos formulcs donncnt Tintégrale dans cette hypo- 
thésc est Téquation 

d^u JT \ \ -\^ 

TT — P\ W = O 

dz ' L» — X z — *'J 

déja intégrée par Halpuen (Mémoire Couronné, Sa vants Etrangers, 
t. 27, p. 143). 

II. Si Ton exprime que les intégrales que nous vcnons do trouver 
vérifient Téquation diflférentielle 

d*u du ^f . .K 

on obtiendra les expressions des fonctions f{z) et ff{z) a Taide de la fonc- 
tion B{z) et de ses dérivées. La fonction f{z) a déja été expriinée 
antérieurement; on a 

f{z) = f,{z) + «(f )' 
oii 



fM=m 



2 B' 



Quant ä g{z)f on peut également Texprimer directement a Taide de la 
fonction B en faisant la somme de la serie qui donne gi{z) par une 
méthode analogue ä celle que nous avons suivie pour la serie /'j(^), ou 
mieux 6omme il suit. Les fonctions f et g sont assujetties a vérifier les 
deux relations 



> til ts.Jt% 
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Introduisoiis rinvariant de MM. Lagueuke et Bkk^schi 

0{z)-];nz); 
nous avon.s en diflPcreutiaiit la premicre relation 

Fonnant la différence 

on trouve 

ffWi^)] - i/'[F(*-)"J - 4-, [M - Inz)]; 

les autres tennes disparaissent, comme on le verifiera sans peinc en effec- 
tuant les différentiations. 
La différence 

est donc une solution de l'équation fonctionnelle 

admettant le point limite x comme pole d^ordre 3, car f{z) admet ce 
point comme pole d'ordre 2. ITaprés M. KoENKis la seule fonction E 
remplissant ces conditious est 

/ny 

•f désignant une constantc. 
On a donc 

y[z)--\nz) + rQ' 

d'ou, d'aprc8 rexpression de f{z) 

ad /Ii'\' . /W' » 






> 



' IJ'\ :» 
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avec 

sous cette derniére forme la partie principale de g{z) dans le voisinage 
du pöle X est 



(z — X)' 

comine il doit arriver. 

En partant de ces deux expressions de /* et ^ jointes a celles de 
f^{z)y on pourta aisément vérifier que les trois intégrales trouvées satisfont 
a Téquation différentielle. 

Les coefficicnts de Téquation f{z) et g{z) ctxint des fonctions ration- 
nelles de B{z) et de ses dérivées, Téquation ne change pas non seule- 
ment quand on fait 

w=^^, t = if{z) 

mais quand on fait la substitution plus générale 

comme nous Vavons vu pour les équations du second ordre. 



Éqnatiöns d^ordre quelconque. 

1 2. Soit une équation d' ordre q que nous écrivons comme Halphex, 
avec les coefficients du binAme 

en admettant qu'on att fait disparaitre le second terme par un change- 
ment de fonction. 

Supposons que cette équation reprenne la méme forme quand on 

fait 

XI = vX{z), t = ^{z) 
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• c'est ä dire devienhe 

div q(q—i) p(f^ di-^v g(g — iXg - 2) „ ..v d*-»t> ■ 
dt" "^ 1.2 '^»^'-'df*-!' "^ 1.2.3 ^^^^dti-^'^ 

Un calcul facile montre que pour faire disparattre le second terme dans 
Téquation en v, il faut prendre 



Une fois A(/?) déterminé, on aura par les formules générales donnéeapar 
Halphbn dans son Mémoire couronné les expressions des fonctions P^{t)j 
P,{t) , . . . , P,{t) c'est a dire de PM^)] ^ PÅ9'{^)] ^ - ^ - ^ ^M^)] ^n 
fonction linéaire de P^i^) , P^i^) > • • • > Pq{^)y l^s coeflficients de ces ex- 
pressions contenant les dérivées de ^{js)> A Taide de ces relations et en 
s'appuyant sur Tanalyse du n** 3, on pourra de proche en proche former 
les expressions les plus générales des fonctions P^{z) , P^i^) > • • • > ^qi^) 
sous la condition que ces fonctions soient méromorphes au point limite rr. 
La premiére fonction P^{z) ne diflférera que par un facteur constant de 
la fonction appelée f{z) dans Tétude des équations du second et du 
troisiénie ordre. 

13. Mais il est plus simple d'avoir recours a la théorie des invariants. 
Prenons d'abord Tin variant V^ d'HALrnEN (Mémoire couronné, Sa- 
vants étrangers, t. 28, n° i, p. 124 et suiv.) qui est actuellement 

puisquc P^ est nul. Si Ton förme ce méme invariant sur Téquation 
transfonnée on aura, en Tappelant v^ 



La relation 



donne donc 



v =—V 

^3 ^'3 ''a 



yÅ<^i^)] - jiVÅ^)- 
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La fonction V^{z) étant méromorphe au point rr, on aura nécessaireinent 
d'aprc8 les théoremes de M. Koenigs 



y^ = 'im- 



a' étant une constante arbitraire. Tous les autres invariants rationnels 

et entiers par rapport aux coeflficients et a leurs dérivées s^exprimeront 

B' 
de méme par des puissances de ^ égales a leur poids. Par exemple, Tin- 

variant qu Halphkn appelle A et qui forine le nuinérateur de Tinvariant 
absoln h 

4 2 



3 



étant de poids 8, on aura 



A[jr(.)]=^,A(.), ^=K§) 



p dé.^ignant une constante. Résolvant Texpression de A par rapport a 



I\ on aura 



----^.-^^'[KS-^f] 



d'ou, en reinpla9ant A et V^ par leurs expressions 

^ étant une constante. On a ainsi Texpression générale du secpnd coefFi- 
cient P, et on peut vérifier, comine nous Tavons dit, que ce coefficient 
ne dilfére que par lin facteur constnnt de la fonction f{2) trouvée plus 
haut 

Il est inutile de repeter encore une fois les raisonnements faits dans les 
cas particuliers q = 2 y q = ^ pour trouver la forme de Tintégrale géné- 
rale. Nous nous bornerons a montrer que Téquation difFérentielle peut 
étre ramenée a avoir des coeflficients constants. Pour cela, nous allons 

Äeta mathematica. 15. Imprimé le 6 octobre 1R9I. 40 
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démontrer que la forme canonique doiinéci par Halpiien (loc. eit. p. 128) 
est a coefficients constants. En effet cette forinc canonique étant 

d^v q{q — l)h d'i-'^v q(q — l^q — 2) I /dh \ d^-^v 

dW ' 2 3 dl^f-^ "^ 1.2.3 2 V/7 / (f/^-8 

^ 9ji^_l)(g^^9j:zl} s/lrll + . . . + s^v = o, 

' 1.2.3.4 * dff-^ ' ' ^ ' 

le coefEcient // a pour exprev<5sion 

8 

et, en vertu des valeurs ei-des.«;us de A et F3, il est constant et egal ä 
—^. En general rinvariant absolu .9^ a pour expression 

^m Atn m 



T 



r 3 



oii t^ est un invariant fonction entiére des coefficients de l'équation pro- 
posoe et de leurs dérivées. Comme le poids de cet invariant /« est 4^1 
on a 



fm 



oii å est une constante. L'on en conclut que. 5^ a la valeur constante 



*^m ~" ^4m • 



Le théoréme est donc démontré. 

La transformation propre a ramener Téquation primitive a cette 
forme canonique oii les coefficients sont constants est, d'aprcs Halpiien 






oii nous négligeons un facteur constant dans Texpression de v. 
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Comine rious Tavons indique en détail pour le cas du second ordre, 
il existe encore ici une infinité de substitutions coiitenant un paramétrc 
et transformant Téquation en elle-méinc. 

Remarque. Lorsqu'on prend le cas particulier oii 

les équations que Ton obtient sont ccllcs qui ont été intégrées par Hal- 
ruEN (Comptes rendus, t. 92, p. 779). 

Énnations non Itnéatres. 

1 4. On peut étendre une partic des resultats précédents ä des équa- 
tions non linéaires; par exémple aux équations considérées par Abel/ 
par M. R. Liou ville/ par M. Elliot/ par M. Rivereau/ et par nous- 
méine/ 

Ainsi, lés équations homogénes mais non linéaires par rapport a la 

fonction inconnue ti et ä ses dérivées , , r^ , . . . , conservent la mcme 

dz dz^ 

forine quand on fait le changement de fonction et de variable 

Il pourra arriver qu'un choix convenable des fonctions X{z) et ^{z) les 
transforme en elles-mémes. Si la fonction ^{z) remplit les conditions 
supposées par M. Koexigs et si les coefficients de Téquations sont holo- 
inorphes ou méromorphes au point limite x^ la considération des in- 
variants permettra d'étendre ä ces équations une notable partie des re- 
sultats précédents. Cest ce que Ton verifiera en suivant une méthodc 
analogue a celle du § 13. 

* Oeuvres, t. 2, p. 19 et 26. 

* Comptes rendus, 1886 et 1887. 

* Ibid. 1890, premier semestre. 

* Sur kfi invarUints dr certaines rliisscs d^équatioms diffcrcnlicllcs homoghies par 
rapport n lu fonction tNronnite et t) srs drrirccff, Thése présenti^e å la F^culté des sciences 
de Paris, 189O. Gauthier-Villars. 

* Journal de mathém atiques de.M. Jordan, 4'^*"® serie, t. 5, 1889. 
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ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENZENGLEICHUNGEN 

ERSTER ORDNUNG 

VON 

HJ. MELLIN 

in HELSINCFORS. 



Im 82. Baiide des Orelle'scheii Journals hat Herr Pkym be- 
wiesen, dasö die Function /'(^), welche durcU die Bcdinguugen 



y<- » 



V — I 



vollständig bcstimmt ist, auf die Form 

l\z) = r{z) + Q{z) 
dcrart gebracht werden kaiin, dass P{z) eine durch die Bediuguiigeii 

• F{z + I ) = zl\z) — e-' , lim ^' ^--^ = o 



W-asOC 



y — J 



vollötäiidig bcstiininte und in der Form einer Partialbruclireilio darstell- 
bare Function bezeichnet, wJVhrend Q{z) eine durch die Bedingungen 

Q{^ + O = ^Q{^-) + e-\ lim .^;^i+4 = I 



v B 00 



VM V — I 



vollständig bestimmte und in eine beständig convergirende Potenzreihe 
entwickelbare Function bcdeutet. 

Acla maUicmalica. \5 Iniiirimé le O ociubre lb'J]. 
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Ill ciner AbharKlluiig Zur Theorie der GammafuncHon, Bd. 8 dieses 
Journals S. 37 — 80, habe ich den obigcn Satz in. folgender Woisc verall- 
gemeincrt. Setzt man 

, . {z — z^) , , ,{z — ^J 

(2 — 2 J ... (2; — 2?„) 

wo ^j , . . . , ^^,„ , ^J , . . . , 4 Tbclicbigc von z unabhängige Grösscn bezeichnen, 
so hat man den naelistelicnden Satz, wo 8(.e) eine gewisse rationale Func- 
tion mit demsclbcn Nenncr wie r(^) und cinem Zahler, dessen Gradzahl 
nicht grösser als m — i ist, bezeiehnet: 

Die obige Funetion i''(-2f), welche dureh die liedingungen 

Fh 4- O = t{AF(z\ lim—- ^'^^^) = i 

vollständig bestimmt ist, känn, wenigstcns in allén Fililen, wo lim |r(-2')j >i 

v— CO 

ist, auf die Form 

F{z) =-- l\z) + q{z) 

derart gebracht wcrden, dass P(^) eine dureh die Bedingungen . 

vollstandig bestimmte und in der Form einer Summe von Partialbruch- 
reihen darstellbare Funetion bezeiehnet, wfthrend (^(^) eine dureh die Be- 
dingungen 



q{t + I) = x{z)q{z) + 8(.), lim— -^^ 



= * a'+''(i/* v— i)«-"i;* 



= I 



vollständig bestimmte und in eine beständig convergirende Potenzreihe 
entwickelbarc Funetion bedeutet. 

Dieser Satz ergab sieh in ungezwungener Weise, indem ich mir die 
Aufgabe stellte, die Funetion F(j) dem MrrTAci-LKFFLEH'schen Satzc ge- 
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inass (lurcli Partiulbruche und eine beständig convergirende Potenzreihe 
darzustellen. Die Function P{z) känn auch auf die Form 

P(.\ ^ V ^(^ + ^) 

gebracht werden; ein specieller Fall dieser Reihe ist offenbar die zu 
r{z) gehörige Reihe 



ao oc 

,-1 









Der obige Satz ist eigentlich nur ein specieller Fall einos nöcli all- 
gemeineren, in § 9 der genannton Abhandlung bewiesenen Satzes, der sich 
auf ein System von Functionalgleichungen der Form 



^co«*+''(l/-' v— 1 )"»--*' 



bezieht, wo C eine Constante und s{z) eine beliebige rationale Function 
der Form 



fil— 1 



^ ^ (Z — «;). • . (« — Zn) 

bezeichnet. Nach dem fraglichen Satze giebt es immer eine Function 
f{z)j welchc dem obigen Gleichungssysteme genttgt; und es ist stets mög- 
lich, die Constanten p^ j -> » , p^ 9 Q derart zu bestimmen, dass 

fiz) = p,p,{z) + ...+ ikPM + qQ{^) 

wird, wo Pj(^) , . . . , P„(^) von einander linear unabhängige Reihen der 
Form P{z) bezeichnen. Dieser Ausdruck f[z)^ welcher bei passender Be- 
stimmung von jPj , . . . , jPm , ? in jede beliebige der drei Functionen F{z)^ 
P{z) , Q{z) öbergeht, ist gewissermassen auch als eine Verallgemeinerung 
der Gammafunction zu betrachten. 

Seitdem die Gammafunction von Euler in die Analysis eingeffthrt 
wurde, hat sie auf Grund ihrer Anwendungen einen wichtigen Platz in 
der Theorie der bestimmten Inteorrale ein<xcnommen. Es lilsst sich nun 
auch eine ftbernus grosse Menge von bestimmten Integr.alen auf die obigen, 
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mit l\z) sehr nahe verwandten Transcendenten zurftckffthren. Diese In- 
tegrale können im Allgemeinen in der Gestalt 

fyx'~^dx 

geschrieben werden, wo y eine Fiinction bezeichnet, die einer linearen 
DiflFerentialgleichung der Form 

K + ^o^)^"£l + K + K^)^'"'t^n-^ + . • . + K + 6,,r)y = o 

genftgt. In dieser Form ist auoh die bekannte Differentialgleichung der 
GAUSs'schen hypergeometrischen Reihe enthalten. Es zeigt sich somit, 
dass die Gammafunction auch fQr die Theorie der soeben angefQhrten 
allgemeineren Differentialgleichung von derselben Wichtigkeit ist, wie för 
die Theorie der genann ten Reihe. Die Richtigkeit dieser Bemerkung, 
welche meines Wissens nicht friiher gemacht worden, ist in meiner Arbeit 
tJber einen Zusammenhang zwischen gewissen linearen Differential- und Biffe- 
renzengleicliimgen ^ hinreichend begriindet worden und soll in der vor- 
lie^enden Arbeit weiter entwickelt werden. 

Bei den Anwendungen der oben besprochenen Functionen in der 
Theorie der bestimmten Integrale ist es von Wichtigkeit, solche charak- 
teristische Eigenschaften derselben zu kennen, dass sie ohne Schwierigkeit 
auch an den zu bestimmenden Integralen erkannt werden können. Gegen 
die Anwendbarkeit der Bedingung 

lim ^ /[' + ''> = Const. 

känn nun aber dasselbe angeftthrt werden, was Scheeffer in seiner Arbeit 
Zur Tlieorie der Functionen r{z) , F{z) , Q{z) ^ hinsichtlich der Bedingung 

lim/ll+'')- = Const. 



,; = « v' 



V— I 



bemerkt hat, dass sie namlich den Mangel hat, aus der Form der zu be- 
stimmenden Integrale in manchen Fallen nicht ohne Weiteres ersichtlich 
zu sein. Der Zweck der vorliegenden Abhandlung ist, wenn gleich viel 



* Bd. 9' dieses Journals. S. 137 — ^^^- ^^^" sielie insbesondere § 3« 
' Crelles Journal. Bd. 97. S. 230— 241. 
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allgeineiner, dem der Scheeffer' schen analog, nämlich zu zeigen, dass die 
in Frage stehende Bedingung durch andere ersetzt werden känn, welche 
den Vorzug besitzen, dass sie an den Integralen direct erkannt werden 
können. 

Specielle FäUe der in der vorliegenden Arbeit enthaltenen Sätze sind 
die nachstehenden, welche im wesentlichen mit den von Scheeffeu a. a. Ö. 
bewiesenen tlbereinstimmen : 

Die Function r{z) ist, abgesehen von einem constanten Factor, die 
einzige monogene Function von z = C-h K'j welche die folgenden Eigen- 
schaften besitzt: 

I. r{z) befriedigt die Functionalgleichung r{z + 1)^*^= ^^'{z). 

II. r{z) verhält sich im Innern der durch die Bedingung C>^ o de- 
finirten Halfte der z-Ehene öberall regulRr. 

III. Wird die Veranderliche z, unter a eine positive Zahl verstanden, 
auf den zur imaginären Axe parallelen Streifen (a<C^a+ i) beschrftnkt, 
so känn der absolute Betrag von r{z) nicht tiber eine gewisse endliche 
Grenze wachsen. 

Aus diesem Satze ergjiebt sich leicht der folgende, wo 



^(^)-i:(7T^' 



und Q{z) = r{z) — P{z) ist: 

Els giebt nur eine einzige monogene Function 'F{z)y welche an einer 
gegebenen, dem Bereiche {o <a<C<0L+ i) angehörigen Stelle einen vor- 
geschriebenen Werth annimmt und die nachstehenden Eigenschaften besitzt: 

I. F{z) befriedigt die Fuftctionalgleichung F{z + i) = zF{z) + c, 
wo c eine gegebene Constante bezeichnet. 

II. F{z) verhält sich im Innern der durch die Bedingung C>. o 
definirten Halfte der ;?-Ebene regular. 

III. Wird die Veränderliche z, unter a eine positive Zahl verstanden, 
auf den Parallelstreifen (a <^ C < a + O beschränkt, so känn F{z) dem 
absoluten Betrage nach nicht tlber eine gewisse endliche Grenze wachsen. 

Bei passender Bestimmung der Constanten p und q känn F{z) auf 
die Form pP{z) + qQ{z) gebracht werden. 



Aet9 matkematiea, 15. Imprimé le 27 octobre 1891. 41 
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I. 

Das Verhdlten elåies Productes aua tnehrei^en Functioncn der Form 

r(z — a) , r(a — z) und das Verhfdten elnes Quotienten zwHer soleher 

Broducte bci beschränkter Veränderlichkeit des reellen und unbe^ 

Hchränkter Veränderlichkelt des itnaginären TheUes von «• 

I. För die nachfolgenden Untersuchungen ist es von Wichtigkeit 
zu ermttteln, wie sich eine Function der Form 

verbalt, wcnn der reelle Theil der Verftnderlichen £^=C+^C aiif ein 
beliebiges, aber endliches Intervall {oi<C</^ beschrftnkt wird, wfthrend 
C dem absoluten Betrage nach ohno Ende wachst. Das Gebiet der Ver- 
änderlichen. z wird alsdann durch einen zur imaginRren Axe parallelen 
Streifen von der Breite y9 — a geomctrisch dargestellt. 

Das Verhalten der Function in einera solchen Parallelstreifen känn 
folgenderweise charakterisirt werden. Ist m + /£ > n + y, so wird /F{z) 
mit wachsendem z\ unendlich klein, wle gross auch die positive ganze Zahl 

k sein mag. Ist w + /£ < n -f y, so wird —-r- , wo k die obige Bedeutung 

kat, unendlich gross. Ist endlich w + /i = n + y, so känn die nicht nega- 

tive gnnze Zahl k immer so angenmnmen werdeii^ duss — \— mit wachsendem 

z 
z unendlich klein wird. 

Dem Beweise dleses Satzes schicken wir den folgenden HQlfsatz * 
voraus: 

Ist die Reihe 

wenn x die Bedingung |^| <^i2 erfullt, unbedingt convergent, und zwar 



* Cfr. Weierstrass. AbhandlunjBen aus der Funct ionenlehre. S. 212 u. f. 
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för alle Werthe y, welcho einern gewissen Bereicli anguhören; ist tibur- 
dies der absolutc Betrag von fQr die besprochenen Werthe von x und 
y nicht grösser als einc angebbare endliche Grösse G^ so ist es, wenn 
a eine beliebig gegebene reelle Constante und z = ^ + iC eine die Be- 
dingung a^ C befriedigende Veranderliche bezeichnet, stets möglich, eine 
positive ganze Zahl m so anzunehrncn, dass das unendliche Product 

för die oben crwahnten Werthe von y und j? convergirt, seinein absoluten 
Betrage nach nicht grösser als eine gewisse angebbare Zahl werden känn 
und mit wachsendem |C'| sich der Grenze Eins nähert. 

Der Beweis ist schr einfach. Man braucht nur die ganze Zahl m 

80 zu wählen, dass a + '^ — ^ ^ i; ^^^- Dann ist oflFenbar 

— ii 

\z + )^\>^a + m.> a + m — i 

fCkr a <^ C; ^^ = ''* > wi + i , . . . , und nach einem bekannten Satzc aus der 
Lehre von den Potenzreihen 



O 



<^A(y)|<PÄ<(« + ^^-0'^. 



a-2,3,...) 



för alle Werthe von y, welche dem oben genannten Gebiet dieser Ver 
änderlichen angehören, Hieraus folgt för a < C, i^ ^ w*: 



KrH ' ^) 



<i+ 



a + m — I 
z + v 



G + 



a + m 



z + v 



= \ fJi + v / 



/«±^-2) 6' + ... = ! +(^±^^)' 1 ■- 



a + v 



= \ a + v / 



O 



a + m — I 



<I + 






a + Wt 



Der absolute Betrjig unseres Productes ist mithin för die oben be- 
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sprochenen Werthe von y und z kleiner als die constante, durch das coii" 
vcrgirende Product 



v«s»m 



dargestellte Zahl. Man findet nun auch ohne Schwierigkeit, dass liniP(y,^) 
för C = ± oo , a < C gleicb Eins ist. 

Wir beweisen nun zunächst den oben ttbjsr F[z) ausgesprochenen 
Satz för einige specielle Functionen der Form F{z)y woraus sodann die 
Allgemeingtlltigkeit des Satzes leicht gefolgert werden känn. Man darf 
offenbar unbeschadet der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Breite des 
im Satze erwähnten Parällelstreifens gleich Eins ist. 

2. Aus dem bekannten Ausdrucke der Gammafunction: 




I + 

»=1 



ergiebt sich, wenn z = C + »C gesetzt wird : 

(i) 1 r{z) I' = /'(C + O r(c- iC) = 



rc) 



Wird nun die Veränderliche z auf einen beliebigen zur imaginftren Axe 
parallelen Streifen {ol <C<oi + i) beschränkt, so zeigt die Gleichung (i), 
dass r{z) sich der Grenze Null nahert, wenn C dem absoluten Betrage 
nach ohne Ende wächst. Ofifenbar gilt dies ebenfalls von zT{z)y wie 
gross auch die positive ganze Zahl k sein mag. 

3. Es soU nun bewiesen werden, dass der Quotient 

fXz - a) 

r{z~h) 

in jedem zur imaginären Axe parallelen Streifen (a<.Cf^, «+ i) die 
Eigenschaft hat, mit z"'^ multiplicirt, sich der Grenze Eins zu nähern, 
wenn z dem absoluten Betrage nach ohne Ende wtlchst. 
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För diesen Nachweis ist die Gleichung 
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(2) 



/ '(3 — g) 

r(z - b) 



.6 a 




I — 



I — 



f' (> + rb) 



b-a 



y-O 



Z + v 



von Wichtigkeit. Sie ergiebt sich durch Multiplication aus den Glei- 
chungen 



IXz - a) 




a \ V! 



h—a 



00 



I =^ 1 + 



)n 



»=i 



I 

I 

1 +- 



(■+.T"n 



(■+7Tt) 



b— a 



von deren Richtigkeit man sich leicht Qberzeugen känn. 

Ist nun jR eine positive Constante, welche die Bedingungen 



JB< 



I j 

a 



, B< I 



erfttllt, 80 ist der absolute Betrag des Ausdruckes 



(l + X) 



b— a 



för 1^1 <^Ä kleiner als eine angebbare endliche Grösse, und ausserdeni 
gilt alsdann eine Reihenentwickelung der Form 

i^(i + 05)»- = I + ^,x' + p,a;» + . .., 

wo die ip von x unabhängige Wertlie haben. Nimmt man nun die po- 
sitive ganze Zahl m so gross an, dass a + 7W — i ^ -« > so ist das Produet 



00 



I 



n;rii:(-+.-i-r=n(-+<7f7+-) 

ya=m Z "}" V 



00 



y--m 
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för C>^oL, auf Grund des in § i. bewiesenen HtUfsatees, dem absoluten 
Betrage nach kleiner als eine gewisse cndliche Grösse und nähert sich 
mit waehscndem \z\ der Grenze Eins. Aus der Gleichung 

folgt daher, dass ilirc linke Seite auf die Form 

gcbracht werden känn, wo y? eine Grösse bezeichnet, welche sieh der 
Grenze Eins nahert, wenn die Veränderliche z dem absoluten Betrage 
nach ohne Ende wächst, während ihr reeller Theil der Bedingung C^ ol 
unterworfen ist. Dies gilt natnrlich um so niehr, wenn C öuf das Inter* 
vall (a < C< a + O beschrftnkt wird. 

4. Um das Verhalten des Quotienten 

r{z ^ a) 

nb - z) 

9 

im Bereiche (a<^C<^a+ i) zu ermitteln, ist es hinreichend zu ent- 
scheiden, wic sich der Quotient r^, \ daselbst verbalt: denn es ist 

r(— z) 

. . l\z - g) _ l\z - g) r{-z) n») 

v4) I\b — z)~ I\m) ' IX— z + h)' I\- z) ' 

und nach § 3* wissen* wir" schon, wie sich die zwei ersten Factoren der 
rechten Seite in eineni beliebigen zur imaginären Axe parallelen Streifen 
verhalten. Da I\iC — C) und r{ — iC — O conjugirte Grössen sindj so 
ist der absolute Betrag von 

^5) /•(- 2) - /'(_ c - iC) IK' - C) • /•(- iC - C) 
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gleich dem absoluten Betrage von 

/K' + C) 

nic - C) ■ 

Schliesalich hnt man also, nur diesen letztcn Quotientcn zn betrochten. 

Schrcibfc man in der Gleichung (2) § 3. statt ^ , o , /> bezQglich 
K', — C, (T, 80 folgt 

w rac - C) 

m—\ r 



^,^rY\^{'^;c^'-U^i'^^f- 



Nimmt inan nun R kleiner als Eins und m so gross an, dass die Be- 
dingung 

m = 

erfollt ist, wenn C «"f das Intervall « < C< « + i beschrJlnkt wird, so 
ist der absolute Betrug von 

■ C 






för v := m , m + i ., . . . und för alle rcellen Werthe von C kleiner als 
eine angebbare Grösse, und es gilt för densclben Ausdrurk auch eine 
Reihenentwickelung der Form 

Wendet man jetzt den in § i. bewiesenen Hölfsatz an, so fölgt aus den 
Gleichungen (5) und (6), da {iCf^ == ^^\ r2 " ) '^*' ^^^ ^^^^ Quotient 

r(z) 



n^z) 



auf die Form 



17).. /»(_;,) ^ f 
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gebracht werden känn, wo (p eine Grösse bezeichnet, deren absoluter Betrag 
sich der Grenze Eins nähert, wenn der imaginare Theil von z dem ab- 
soluten Betrage nach ohne Ende wachst, während der reelle Theil die 
Bedingung a <^ C <^ « + i erfttUt. 

Versteht man unter ip fortwährend eine Grösse, deren absoluter Be- 
trag sich einer endlichcn, von NuU verschiedenen Grenze nfthert, wenn 
y/(^* + C* = 1^1 gemäss der Bedingung a <^ C< a + i ohne Ende wftchst, 
so ergiebt sich aus den Gleichungen (3), (4) und (7): 

^(^ - ^) _ .K-a-V 

und hieraus 

tlz - a) - ^ ^• 

5. Mit Httlfe der in den vorigen Paragraphen bewiesenen Glei- 
chungen können wir nunmehr das Verhalten der Function 

^ \^) - r{z - ^) . . . ixz - h,) n A -z).., nj. - z) 

in einem beliebigen zur imaginären Axe parallelen Streifen charakterisi ren. 
Aus Gleichung (3) folgt 

r{z-n) = r{z) !^z^ = ,-'-r{z)<f, 

In diesen Gleichungen, sowie auch in den folgendén, sind stets unter jr 
Grössen verstanden, deren absolute BetrJlge sich endlichen von Null ver- 
schiedenen Grenzen nähern, wenn die auf einen beliebigen zur imaginären 
Axe parallelen Streifen beschränkte Veränderliche z ihrem absoluten Be- 
trage nach ohne Ende wächst. Mit Benutzung der obigen Gleichungen 
känn F{z) zunRchst auf die folgende Form gebracht werden 

F{z) = z'n-''{z)r-''{—z)^y 
wo zur Abktirzung 

X = b^ + . . , + h„ — a^ — ... — rt^ + et, + . . . + a^ — /9, — ... — p^ 
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gesetzt worden ist. Benutzt inan die in § 4. bewiesene Gleichung 

r( — z) = z~^^I\z)yy so folgt: 

W r(« _ 6 j . . . r{z - 6.) A'(A - g) . . . r(^. - i.) - ^ ^ ^^^ ^• 

Dieser Gleichung entnehmen wir unmittelbar den folgenden Satz: 

Bewegt sich die Veränderliche z in einem bdiebigen zur imaginåren Äxe 
parallelen Streifen von encUicher Breite derart, dass ihr absoluter Betrag 

» 

ohne Ende wäclist^ so nähert sich ^F{z), falls m + fi> n + u ist, der 
Grenze NuH, und zwar wie gross auch die positive ganze ZaU k angenom- 
men werden mag. Ist m + fx = n + v, so känn die nicht negative ganze 
Zahl k so angenommen werden, dass z~^F{z) sich auch der Grenze Nxdl 
nähert, Ist aber rw + /i < w + p, so wird z''^F{z) unendlich gross, wie 
gross aiich k angenommen werden mag. 

Die nachstehenden Gleichungen (9), (10), (11), (12) sind bemerkens- 
werthe specielle Fälle von (8). 

X ^' l\ + ... + &„ — a, — ... — a« + flfj +... + «;, — /?!—... — y^,. 

^^ riM-b^).,,r{z-K)~ ^^ ^^^^' 

X = b^ + . . . + ftm ^1 . • • ^m • 

(12) ?(^H.i::7?(V^^ ;r(.- .,). . .sin ;r(.- .,) = ^-^^'^^/-— -(.)jr, 

X = b^ +... + *« «, • • . «m • 

Die letzte Gleichung ergiebt sich leicht, indem man die trigonome- 
trischen Factoron der linken Seite mit Hnlfe dov Formel sin ttz = r>, v /v : 

Aeta nuUhemaiiea, 15. Iroprimé le 30 octobre 1891. 42 
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durch die Gammafunction ausdrtickt und sodann die allgemeine Gleichung 
(8) in Anwendung bringt. 

6. Beschränkt man die Veränderliche z auf einen beliebigen zur 
imaginären Axe parallelen Streifen, so verhält sich der im vorigen Para- 
graphen betrachtete Ausdruck F{z)f abgesehen von einer Potenz von Zj 
fcir ohne Ende wachsende Wertlie von z wie eine ganzzahlige Potenz von 
r{z). Es ist daher von Wichtigkeit, genauer, als dies in § 2 geschah, 
zu bestimmen, in welcher Weise F^z) sich der Grenze Null nähert, wenn 
Zy in einem solchen Streifen bleibend, sich von der reellen Axe entfernt 
Da r(C + iC) ui^d r\C — iC) conjugirte Grössen sind, so ist es fOr un- 
seren Zweck hinreichend, r{z) för wachsende positive Werthe von C 7m 
unt^rsuchen. 

In Folge der Gleichung r{z)r{i — z) = -. ist 



v / V Al — «) V 8in;r^ 



ni-z) 

Daraus ergiebt sich, wenn man die Gleichungen F^z) = z^^~^ F[i — z)^ 



gfrei s'~^'^ 



und sin nz = -. bertlcksichtigt : 

21 



1 Kti 



r{z) = z u 






wo ^ die frtther festgesetzte Bedeutung hat. Die unter dem Wurzel- 
zeichen stehende Grösse nähert sich för wachsende positive Werthe von C 
der Grenze — 27n. Man känn somit einfacli 



„ 1 TTZt 



(13) r{0) = z »eV, 

setzen, wo jr^ fttr wachsende positive Werthe von C sich einer endlichen 
von Null verschiedenen Grenze nähert, wenn Czwischen endlichen Grenzen 
bleibt. Weil \/\C — iC)\ = \F{C+ iC)\ ist, so haben wir den folgenden 
Satz bewiesen: 

Bewegt sich die Veränderliche z in einem beliebigen zur imaginären Axe 
parallelen Streifeti der art ^ dass ihr ahsoluter Betrag ohne Ende tvächst, so 
giltj unahhängig von dem Zeichen von C, die Gleichung 
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(14) 



n^) I = I 






fvo eine positive Veränderliche hezeichnet, die sich einer endlichen von Null 
verschiedenen Crrenze ndhert.^ 

Mit Httlfe von (14) können die Gleichungen (8), (9), (10), (12) des 
vorigen Paragraphen in anderer Weise geschrieben werden. Nehmen wir 
beispielsweise nur die Gleichungen (10) und (12) in Betracht, so ergiebt 
sich der folgende Satz: 

Bewegt sich die Veränderliche z in einem héliehigen zur imaginär en Axe 
parallelen Streifen derart, dass ihr absoluler Betrag ohne Ende wächst, so 
gelten, unabhängig von dem Zeichen von C'> die Gleichungen 



('5) 



(16) 



r(z — a,).../'(g — Om) 

nz - 6.) . . . nz - K) 



x-\-im 



-44) 



e ' 0, 



r{z- 



r(z 



^^y-^,^^-^ sm ;r(^ - o . . . sm ;r(. - c,) 



x+(m 



-)(c-l) 



m—n—ltp 



TlCI 



</>, 



(x = &,+... + i. 



a. 



«m) 



wo die die oben angegehene Bedeutung haben. 



II. 

Functlonen, welche Itneare hotnogene I>ifferenzengletchung€n 

erster Ordnung befriedigen. 

7. Da es bei der Anwendung der Gammafunctionen in der Theorie 
der bestiramten Integrale von Wichtigkeit ist, solche charakteristische Eigen- 
schaften der Functionen zu besitzen, dass sie ohne Schwierigkeit auch an 



* Cf . PiNCHERLE. SuUe funxtoric ipergeometriche genei^alixxcUe. Rcndioonti della 
R. Aocad. dei Liooei. Vol. 4, S. 798 — 799. 
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den zu bestimnienden Integralen erkannt werden können, so stellen wir 
uns die Aufgabe, einen allgemeinen Ausdruck zu erniitteln, durch welchen 
saramtliche Functionen, welche die im Nachstehenden unter I, II und III 
erwähnten Eigenscliaften besitzen, dargestellt werden können. Diese Eigen- 
schaften kommen nämlich mehreren der im vorigen Abschnitte betrachteten 
Functionen zu und können sehr leicht auch an den entspreehenden Inte- 
gralen erkannt werden. 

Es sei also F{z) eine analytische Function, welche die folgenden 
Eigenscliaften besitzt: 

I. F{z) befriedigt die Difiercnzengleichung 

F{z ^: I) = T{z)F{z), 

wo t{z) eine gegebene rationale Function bedeutet. 

IL In der Ebene der Veranderlichen z = C'{' iC giebt es einen zur 
imaginären Axe parallelen Streifen {ol<C<ol + i), wo F{z) sich tiberall 
regulär verbalt; dabei wird in Bezug auf die Lage des Streifens voraus- 
gesetzt, dass die Zahl a im algebraischen Sinne grösser ist als die reellen 
Theile der Unendlichkeitsstellen von r(^). 

IIL In dem unter II erwähnten Bereiche känn F{z)y mit einer pas- 
senden Potenz von z multiplicirt, dem absoluteh Betrage nach nicht Clber 
eine gewisse endliche Grenze wachsen, wenn för den Fall, dass die Stelle 
^ = o dem fraglichen Bereiche angehört, eine beliebig kleine Umgebung 
derselben aus dem genannten Bereiche ausgeschlossen wird. 

Verhält sich eine der Gleichung F{z + i) = t{z)F{z) genttgende 
Function in einem beliebigen zur imaginären Axe parallelen Streifen 
(a^C<^a+ i) regulär, so verhält sie sich in derselben Weise in dem 
Streifen (a + i < C< « + 2), wenn jener keine Unendlichkeitsstelle von 

t(z) ehthält. Ebenso Verhält sie sich, weil F(z — i) = , \ ist, auch 

in dem Streifen (a — i <^ C< a) regulär, wenn in diesem sich keine NuU- 
stelle von t{z) findet. Auf Grund dieser evidenten Sätze können offenbar 
die oben unter II und III erwähnten Bcdingungen durch die folgenden 
ersetzt werden: 

ir. F{z) verhält sich — unter yS die im algebraischen Sinne grösste 
Znhl verstanden, welche unter den reellen Theilen der NuUstellen von 



i 
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t{0) zu iindcn ist — im Innern der durch dic Bedingung C^y? defi- 
nirten Halfte der ;8f-Ebene tlberall regulär. 

Iir. Wird die reelle 2^hl a ixn algebraischen Sinne grösser als /9, 
8onst aber beliebig angenommen, und die Ver&nderliche z auf don Parallel- 
streifen {ol<C<ol'{' i) beschränkt, so känn F{z)j mit einer pasaenden 
Potenz von g multiplicirt, dem absoluten Betrage nach nicht Ckber eine 
gewisse endliche Grenze wachsen. 

Handelt es sich um die Aufgabe, diejenigen Functionen f{z) zu be- 
stimmen, welche die obigen Eigenschaften mit dem Unterschiede besitzen, 
dass die Halfte der jgr-Ebene, wo sie sich regulär verhalten — anstått der 
unendlich grossen positiven — die unendlich grossen negativen Zahlen 
enthalten soll, so känn diese Aufgabe, indem man F{z) =■ f{ — z) setzt, auf 
die vorige ÄtirQckgeföhrt werden. 

Bezeichnen z^ , • • > ^m ^^^ Null- und z[ j . . . y zl^ die Unendlichkeits- 
stellen von r{z)y so känn r{z) auf die Form 

gebracht werden. Den absoluten Betrag von a bezeichnen wir mit p 

und setzen 

a = pe*\ 

Die reelle Zahl O wird weiterhin stets durch die Bedingung 

7C<d< + TT 

in eindeutiger Weise definirt. 

Zur AbkUrzung setzen wir ferner 

# 

(i 8) L\^Z)=^-fTf 77 FT TT- • 

In Folge dieser Definition besitzt die Function F(-2r), welche im weiteren 
Verlaufe unserer Untersuchungen oft benutzt werden soll, die Eigenschaft 

Y{z+i) =a''^T{z)Y{z). 

Es ist ofifenbar a''P{z) eine specielle Function, welche die Bedingungen 
I. und II. erföllt. Aus Gleichung (15) ergiebt sich leicht, dass a''E{z) 
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atich die Eigenschaft III. wenigstens in allcn den Fallen bcsitzt, wo ni>n 
und a gleich einer reellen positiven Zahl ist. Durch die nachfolgenden 
Schlussfolgerungen gelangt nian aber zu einer analytischen Darstellung 
sänimtlicher Functionen, welche die genannten drei Eigenschaften Uberhaupt 
besitzen können. 

Setzt manj unter F{z) eine eben solche Function verstehend: 

« 

(•9) 'p^') = ^-'wy 

so ist ^{z + i) = <p{z). Wegen II. känn die Function ^{z) an keiner 
endlichen Stelle des Bereichs {pL<C<oi + O und soinit, weil sie die Pe- 
riode i besitzt, auch an keiner endlichen Stelle der ^f-Ebene unendlich 
gross werden. Gelingt es nun diese ganze und periodische Function zu 
bestimmen, so ergiebt sich F{z) aus der Gleichung (19). 

Wird die positive ganze Zahl X hinreichend gross angenommen, so 
känn nachgewiesen werden, dass die der Gleichung V'\z + i) = ( — iY¥{z) 
genögende Function 

(20) n^) = ^—, — f^'^ ■ f — x ' 

^ ^ ^ ^ siu 7r{z — c,) . . . sin 7r{z — cx) 

und somit auch <p{z), durch trigonoraetrische Functionen ausgedrUckt 
werden känn. Offenbar känn V^{z) im Endlichen nur för solche Werthe, 
die sich von den Constanten c^ , . . . , Cx um ganze Zahlen unterscheiden, 
einen unendlich grossen Werth annehmen. Damit ¥{z) keine Unend- 
lichkeitsstelle höherer als de^ ersten Ordnung besitze, wollen wir der 
Einfachheit halber festsetzen, dass die Dififerenz irgend zweier der Con- 
stanten c^ , . . . , Cx keine ganze Zahl sein soll ; im tibrigen sind Cj , . . . , C;^ 
beliebig anzunehniende Grössen. Ihre Anzahl soll zunächst nur der Be- 

- unterworfen sein. Ist diese Bedingung er- 

fQllt, so hat die Function 9^{z) mit F{z) die Eigenschaft gemein, dass sie, 
wenigstens nach Multiplication mit einer passenden Potenz von Zy för 
a <^C<^a + 1 ? <r = ± CO gleich NuU wird. Dies ergiebt sich, indem 
man bemerkt, dass der Nenner von 

(21) f(.)= '^"^^^^ 



dingung 2X + 7i>_m -{- 2 



P(«) sin 7t{z — cJ • . • sin 7:(z — cx) 
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auf Grund der obigen Definition von ¥{z), die Form der in Gleichung 
(i6) des vorigen Abschnittes vorkommenden Function hat. Mit Benutzung 
jener Gleichung erhftlt man ^ 



¥{z)\ = e * p ^ F[z)z ^ ^^ 

(;f = £?; + ... + < — ^1 — ... — z^. 



<P, 



woraus die Richtigkeit unscrer Behauptung sofort erhellt, weil der Ex- 
ponent von e niemals positiv werden känn. Da H'\z -f i) = ( — ly^Wi^z) 
ist, so ergiebt sich leieht, dass z~^V^\z)j bei passender Bestimmung von A, 
nicht nur fftr a<^C^a+ i> sondern auch för ein unbeschrJlnkt ver- 
anderliches Ci sich in gleichmässiger Weise der Grenze Null nahert, wenn 
\C\ ohne Ende wächst. Dies woUen wir folgendennassen ausdröcken: 

lim z^^^Xz) =*o, — CO < C< + oo. 

Biidet man nun schliesslich för den Fall, dass X grade ist, den 
Ausdruck 

D{z) = ¥{z) — [Ä^ cotg ;r(^f — cj + . . . + A cotg 7r{z — C;^)], 
för den Fall aber, dass Å ungrade ist, den Ausdruck 

D^{z) = W{z) — (-^^ . + . . . + ^-^ X 

*^ ^ ^ ^ \sm;r(;? — cj sin ;r(« — cx)/ 

SO känn gezeigt werden, dass die Constanten -4, , . . . j A^ immer und nur 
in einer Weise derart bestimmt werden können, dass die Dififerenz D{z) 
(resp. D^{z)) sich auf eine Constante reducirt. Da die Dififerenz I){z) 
(resp. i?i(^)) bei unbestimmten Werthen von Ä^y . , . <, Ax Clberhaupt nur 
fttr solche Werthe von z^ die sich von c^ , ..., c^ um ganze Zahlen unter- 
scheiden, unendlich werden känn, und weil sie Clberdies die Eigenschaft 
I){z + i) = D{z) (resp. D^{z + O = — A('^)) ^^sitzt, so folgt zunftchst, 
dass sie sich auf eine ganze Function reducirt, wenn -4, , . . . , -4^ so be- 
stimmt werden, dass I>{z) (resp. J)^{z)) sich in der Umgebung jeder der 



* In diesem Abschnittc bezcichDet stcts eine positive Vorändcrliche von der in 
§ 6. angegebcneo •beschaffenhcit. 
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Stellen c^j...yCx regulär verhölt Eine solche Bestimmung ist stets und 
nur in einer Weise möglich. Denn in der Uingebung von z = c^ hat 
man beispielsweise 

D{z) + A^cotg7r{z — c,)= ¥{z) — [A^cotg7r{z — c^) ]'...+ A j,cotg7r{z — Cx)] 

wo ^ und 5p, nach positiven ganzzahligen Potenzen von z — r, fort- 
Rchreitende Reihen bezeichnen, wälirend C eine gewisse Constante bedeutet. 
Setzt man nun A^ = ;rC, so verbalt sich D{z) in der Umgebung von 
z = c^ regulär. Wir können somit annehmen, dass A^ , . . . y A^ solche 
Werthe haben, dass D{z) (resp, J)i{^)) eine gainze Function ist. 
Aus den Gleichungen 

lim z^^^Xz) = o, lim -. — = o, lim cotgz = + t, 

\ ' ^ Hl na o ' 

— 00 < C< + 00, 

folgt ferner, dass D{z) (resp. D^iz)) bei passender Bestimmung von k 
ebenfalls die Eigenschaft 

(22) lim z~''D{z) = 0, — 00 < C< + 00, 

C'-±«» ~~ 

haben muss. Daraus ergiebt sich mit Httlfe der Gleichung 7)(^^+ i) = D{z): 

(23) lim z~^D{z) = 0, — QO <C < + 00. 



= ±« 



Aus (22) und (23) folgt schliesslich, dass z'~^D{z) (resp. z^^D^{z)) sich der 
Grenze NuU nähert, wenn z in beliebiger Weise sich der Stelle z = 00 
n&hert. Daher ist j? = co keine wesentliche singuläre Stelle fQr die ganze 
Function D{z) (resp. -Di(^)), welche somit rational aein muss. Wenn 
aber eine rationale Function die Eigenschaft D{z + i) = -D(jSf) (resp. 
Dj(^f + i) = — -^i(^)) besitzt, so muss sie sich auf eine Constante re- 
duciren. Insbesondere muss oflfenbar IJ^{z) = o sein. 
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Da V^{z) durch Gleichung (21) definirt ist, so erhalten wir ftlr unsere 
Function F{2)j je nachdem A grade öder ungrade angenommen wird, die 



folgenden Ausdröcke: 



(24) F{z) -■= rt'F(-2;) sin 7r{z — c,) . . . 

... sin 7:{f — ^a)[A + -^1 ^^^S ^{^ — ^1) + • • • + -^a cotg ^{^ 



(A =2*) 



(25) F(z) = a'F(z) smTriz — c.) ... sin ttIz — Cx)\- — H ^ +-+ -- — 7^ ^1, 



ca). 



wo statt D A^ geschrieben worden ist Die Grössén c^ , ..., c^^ haben wir 
nur der Bedingung unterworfen, dass die Differenz irgend zweier der- 
selben keine ganze Zahl sein soll. Ihre Anzahl A känn unter der Be- 
schrankung 



2A + n > m + 2 





TT 



beliebig angenommen werden. 

Unter den in den obigen Formen darstellbaren Functionen ist jedc 
Function, welche die Eigenschaften I., IL, III. tlberhaupt besitzen känn, 
zu suchen. Es ist nun zunÄchst sofort ersichtlich,. dass die beiden Aus- 
dröcke (24) und (25) nicht nur die unter I. sondern auch die unter II. 
genannte Eigenschaft besitzen, wenn die unter II. erw&hnte Zahl a grösser 
ist als der reelle Tlieil einer jeden der Constanten z^y...jZ^. Wir gehen 
jetzt dazu Uber, unter den obigen Functionen diejenigen zu ermitteln, 
welche auch die unter III. erwähnte Eigenschaft besitzen. 



8. Erster Fall: m<n. Da 



e 

t: 



, in Folge der im vorigen Paragraphen 



gegebenen Definition der Zahl ö, höchstens gleich Eins ist, so ist die Be- 
dingung 2A + n>^m + 2 - erföUt, wenn A= i angenommen wird. Aus 
(25) ergiebt sich 



;: 



F(.) = A«-pw - A-- ;;:i::;:::,':;: ^- 



Aetm mathematicm, 16. Imprimé !• 3 novembr* 1891. 
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Wendet man die Gleichung (15) des vorigen Abschnittes an, so folgt 

.-.,(c-l) 



F{z) I = p'e 



^r|C'|-<9C' 



x+(m- 







{X — ^1 + • • • 4" ^n ^1 • • • ^m)* 

Durchläuft C aUe reellen Werthe, so känn ^1^1 — ^y wegen der 

Voraussetzung n > m, beliebig grosse positive Werthe erhalteil. Der ab- 
solute Betrag von F{z)z~^ känn daher, wie gross auch k sein mag, in 
jedem zur imaginaren Axe parallelen Streifen tiber jede endliche Grenze 
wachsen. Also haben wir den Satz: 

Ist die GradzaM des Zåhlers von t{z) kleiner als die des Nenners, so 
giebt es, von Null abgesehen, uberhaupt keine analytische Function, welche, 
ausser den Eigenschaften I., IL, noch die Eigenschaft III. besässe.. 

9. Zweiter Fall: m = n. Auch in diesem Falle känn offenbar A = i 
gesetzt werden. Aus (25) ergiebt sich 



J^{z) = A^a , =- 



r{z — äJ) . . . r{z — ai.) 

Wendet man die Gleichung (15) an, so folgt 

(26) \F{z)\=p^e-^'^'\f\0, (;f = ^; + . .. + ;,;;._;,,_. .._;,J. 

Ist a eine reelle negative öder eine complexe Grösse, und somit von 
Null verschieden, so känn der absolute Betrag von F{z)z~'^y wie gross 
auch k sei, in einem beliebigen zur imaginaren Axe parallelen Streifen 
tiber jede endliche Grenze wachsen. Ist dagegen a reel und positiv, d. h. 
ö = o, so nähert sich F{z)z'~'' in jedem solchen Streifen der Grenze Null, 
wenn k grösser als der reelle Theil von x angenommen wird. Also haben 
wir den Satz: 

Ist die GradzaM des Zählers von t{z) gleich der des Nenners und a 
eine negative öder complexe Grösse, so giebt es, von Null abgesehen, uber- 
haupt keine analytische Function, welche, ausser den Eigenschaften L, II., 
noch die Eigenschaft III. besässe. Ist dagegen a eine reelle und positive Zahl, 
so ist 
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, r{z — Ä,) . . . r{z — Zm) 



''W = ^'r(. -.;).*!.>(.- 



T\ f 



Zm) 



abgesehen von einem constanten Factor, die einzige Function^ welche alle drei 
Eigenschafleii tvirklich be&itzt. 

' Unter Voraussetzung eines positiven a ergiebt sich aus (26) der Satz: 

In jedem zur imaginären Äxe parallelen Streifen (a < C <^ a + i ), fur 
den a grösser als die reellen Theile von z^ ^ . . . , z^ ist, känn der absolute 
Betrag von F{z), wenn der reelle Theil von x <o isfj nicht tlber eins ge- 
wisse endliche Grenze tvachsen. Ist dagegen der genannte Theil grösser als 
Nully so wird F{z) in Jedem zur imaginären Äxe parallelen Streifen mit 
tvachsendem \z\ unendlich gross. 

10. Dritter Fall: m>n. Bei dieser Gelegenheit soll dieser Fall 
nicht in seiner grössten AUgemeinhcit erörtert werden. Wir wollen näm- 
lich voraussetzen, dass die in r(^) vorkommende Grösse a reel und positiv 
sei. Diese Beschränkung känn dadurch motivirt werden, dass die Re- 
sultate unserer Untersuchungen, wenn a reel und positiv angenommen 
wird, in sehr einfacher Weise in einem Satze zusammengefasst werden 
können. Ausserdem zeigt es sich bei den Anwendungen unserer Func- 
tionen (IV. Abschnitt), dass es in den meisten und wichtigsten Fallen 
sogar hinreichend ist, sich auf solclie Functionen, ftir die a = i ist, zu 
beschränken. 

Ferner soll die in § 7 unter III. (resp. III'.) erwähnte Bedingung die 
folgende beschrankende Modification erfahren: 

III*. Die betrefifende Function F[z) soll in keinem Parallelstreifen 
(a <^ C <. a + 0> welche die unter IL angegebene Lage hat, ihrém abso- 
luten Betrage nach öber eine endliche, von der Lage des Streifens im 
Allgemeinen abhängende, Grenze wachsen können. 

Diese Bedingung wird in ähnlicher Weise motivirt, wie die Voraus- 
setzung, dass a positiv sein soll. 

Im Nachstehenden koramt der folgende Httlfsatz zur Anwendung: 

Wenn die beiden Grenzwerthe 

lim [A^ + A^ coig7r{z — cj + . . . + J^ cotg7r(^ — c^)] 

c- +00 
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und 

lim [J, + A^ cotg 7r{z — c^) + ... + A^ cotg s-(^ — c^)] 

c — » 

gleich NuU sind, so ist bei passender Bestiinmung von B^, . . . , Bi_, : 
(2 7) ^, + J, cotg ;r(2 — c,) + . . . + ^A cotg ;r(;8f — c^) 

= !__r El + . . . + . ^>-' 1 

sin ;r(z — cx) Lsin ;r(e — c,) sin 7r{z — ^ a-i) J 

Mit Benutzung der Gleichungen 

lim cotg;r(^f — c) = — i, lim cotg;r(^ — c) = t 

ergiebt sich nämlich 

lim [A^ + ^j cotg ;r(^ — Cj) + . . . + Ja cotg ;r(^ — c^)] 

= J^, — iJ, — ... — iAx = o, 

lim [^0 + A^ cotg;r(^ — cJ + . . . + J;i cotg;r(£: — c^)] 

r — « 

= A^ + iA^ + . . . + lAx = o, 
und hieraus: 

Aq = Oy Ax = — -dj — A^ — ... Ax^i' 

Setzt man diese Werthe in die linke Scite von (27) ein, so nimmt sie, 
nach einer einfachen Rechnung, die Form der rechten Seite an. 

Jede Function F{2), welchc die in Rede stehenden Eigenschaften 
besitzt, känn sowohl in der Form (24) als in der Form (25) dargestellt 
werden, je nachdem die ganze Zahl A, welche nur der Bedingung 2A + » >^m 
zu genOgen braucht, grade öder ungrade angenommen wird. Die einfachste 
Form erhält aber F{z)j wenn Å die kleinste ganze ZaU bezeichnety fur welche 
2A + n nicht kleiner ist als m: 

(28) 2A + n > fn > 2(A — i) + n. 

Es erhält dann A einen eindeutig bestimmten Werth; und zwar aus der 
Gleichung 2A + n = m, wenn m — n grade ist, aus der Gleichung 
2A + w = m + I dagegen, wenn m — n ungrade ist Weiterhin soll Å 
stets durch (28) definirt sein. 

Ist nun die durch (28) definirte Zahl X grade, so ergeben sich sämmt- 
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liche Functionen, welche, ausser den in § 7. unter I. und IL, noch die 
im Vorhergehenden unter III*, angegebene Eigenschaft besitzen, aus der 
Gleichung 

(29) F{z) = a'V{z) sin 7c{z — cJ . . . 

... sin 7C{Z ^å)[^o + -^1 ^^^o ^('^ <^i) + • • • + -^A CÖtg 7t{z C;i)]. (A = 2*) 

Ist dagegen A ungrade, so ergeben sie sich aus der Gleichung 

(30) F(z) = a'Y{z)Bmn{z—c.).,.^m7c(z—ci)\- — -^ :+...+ ^ — 7-^^ :], 

In den nachfolgenden Gleichungen haben wir zur Abktlrzung 

gesetzt 

A. Ist A = 2Ä; + ij so ergiebt sich aus (30) mit Benutzung von (16) 

»» + 2(A — l)-m , , . , 

(3.) |i^(.)I = a'e *~""|Z| A, "° " ' - '^^ + ... + A, illiil^-ii 0, 

^ ^ ' ^ ^ ' * sin;r(« — cj ' ' * sm ;r(« — cx) 

wo (P die in § 6. angegebene Bedeutung hat. Wegen (28) ist n + 2(A — i) — m 
negativ. Es ist somit lim F{z) = o, wenn der reelle Theil von z auf 

ein beliebiges endliches Intervall beschrRnkt wird. Ist also die durch (28) 
definirte Zahl A ungrade, so besitzt jede in der Form 

Fiz) = a'Y{z) sin t:(z — c.) . . . sin itiz — c^- — j^ : + • • . + - — r^ , I 

darstellbare Function, und keine andere, die drei Eigenschaften I., II., III*. 

B. Ist A= 2/c, so ergiebt sich aus (29) mit Benutzung von (16): 

w-f 2A — m . _, ■ 

\Y(^z)\ = a^e ' '|Zj|^, +^,cotg;r(^ — cj + ...|(P. . 

Da n + 2A — m keinenfalls negativ sein känn, und der reelle Theil des 
Exponenten von z (im Ausdrucke Z) fttr hinreichend grosse Werthe von 
C positiv ausfillft, so ist es, wenn F{z) die Eigenschaft III*, besitzen soll, 
jedenfalls nothwendig, dass die beiden Grenzwerthe 

lim \A^ + A^ cotg i:{z — ^1) + • • •] 

c- ±00 
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gleich Null sind. Auf Grund des oben bewiesenen Holfsatzes erh&lt 
F{z) dann die Form 



(32) 



F{z) = a'F{z) sin ;r(-2r — c^) . .. 
. . . sin 7r(z — Cj,_A - — 7-^ + . . . + - — --^ -J. 



Hieraus folgt mit Benutzung von (16): 



n + 2(A— 2)— m 



(33) \F{z)\ = a^e 



^ICI 



„ sin TTJz — cx-i) . „ 8in;r(z — ca- i) 

8iii7r(^ — cj * sm;r(z--Cjt_i) 



Weil w + 2(A — 2) — m < — 2 ist, so ist lim F{z) = o, wenn der reelle 

Theil von z auf ein beliebiges endliches Intervall beschränkt wird. Ist 
also die durch (28) definirte Zahr A grade, so besitzt jede in der Form 
(32) darstellbare Function, und keine andere, alle drei Eigenschaften I., 
IL, IIP. 

Die untcr A und B erhaltenen Resultate können folgendermassen zu- 
sammengefasst werden: 

Bezeichnet p die grösste in X enthaltene ungrade Zahl, so besitzt jede 
in der Form 

[A A "1 

- — H- ^ + • • + -^ — r^ ^ 
sm7r(» — Cj) sm7r(2 — Cp)j 

darstellbare Function, und keine andere, die drei Eigenschaften I., IL, III*. 

Die Zahl p känn offenbar auch dadurch charakterisirt werden, dass 

sie die kleinste ungrade Zahl ist, ftlr welche 2(2? + i) + w nicht kleiner 

ist als m, d. h. die kleinste ungrade Zahl, för welche lim 

ist. Bringt man m — n auf die Form 



f s= 00 






endlich 



m — w = 4(7 + r. 



Vr=l, 2,3,4 ; 



so ist immer p = 2(/ + i. 

Die Resultate unserer obigen Untersuchungen können nun folgender- 
massen zusammengefasst werden: 
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Es sei a eine positive Zahl und die Gradzdhl des Zählers der ratio- 
nålen Function 

grösser als die desNenners (m > w), sowie p die kleinste ungrade ZaM, fur 
welche lim -^-^^ endlich ist. Femer seien Cj , . . . , Cp hdiébige Constanten, 

t= CO Z ^ 

welche jedoch die Bedingung erfuUen, dass die Differenz irgend zweier der- 
selben keine ganze ZaJd ist Dann hat jede in der Form 

(34) F{z) = a'F{.) sin ;r(.-c,)... sin ^^z-c,)[^^- +...+ ^^-:\, 
wo 

^\^) r{z-z\)...r(z^z',) 

istj darstellbare Function von z = C+ iC die folgenden Eigenschaften: 

I. F{z) hefriedigt die Differenzengleichung 

F{z+ i) = t{z)F{z). 

IL F{z) ver halt sich — unter y9 die in algebraischem Sinne grösste 
unter den redlen TheUen von z^ , . . . ^ z^ zu findende Zahl verstanden — 
im Innern der durch die Bedingung C>/? definirten Hälfte der z-Ebene 
Uherall regulår. 

III. Wird die reelle Zahl a im aigehraischen Sinne grösser als y9, 
sonst dber heliébig angenommenj und die Veränderliche z auf den Paralld- 
streifen (a<^C^a+ O ieschränkt, so känn F{z) dem ahsoluten Betrage 
nach nicht uber eine gewisse endliche Grenze wachsen. 

Umgekehrt lässt sich auch jede monogene Function, von der man nur 
weiss, dass sie alle diese Eigenschaften besitzt, bei passender Bestimmung 
von A^ , . . . y Ap auf die Farm (34) bringen. 

II. Aus den Gleichungen (31) und (33) des vorhergehenden Para- 
graph ergiebt sich ein Satz, der för die späteren Anwendungen unserer 
Functionen von grösser Wichtigkeit ist. 

Der absolute Betrag der soeben betrachteten Function F{z) l&sst sich 
gtets auf eine der beiden Formen (31) öder (33) bringen. Beide Aus- 
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».;t-|C'| 

dröcke enthalten einen Factor der Form e ^ , wo die positive ganze 
Zahl h wegen (28) jedenfalls nicht kleiner als Eins sein känn. (Das Pro- 
duct der tlbrigen Factoren nähert sich, wenigstens nach Multiplication mit 
einer passenden Potenz von ^ = (f + i(f, der Grenze Null, wenn \C\ ohne 
Ende wächst, wahrend C auf ein beliebiges endliches Intervall beschränkt 
wird.) Ist also x eine beliebige Grösse, deren reeller Theil positiv ist, 

und setzt man x = e^"^*^ , < f < - , so ist 

2 2 

x~ e ^ = e ^ 

TT 

wegen der Ungleichung c' — Ä: - < o eine VerÄnderliche, welche mit wach- 

sendem |r| sich der Grenze Null nähert, wenn c und Cauf ein beliebiges, 
aber endliches Int^rwall beschränkt werden. Offenbar hat auch das Pr o- 
duct dieser Veränderlichen mit einer beliebigen Potenz von z die genann td 
Eigenschaft. Hieraus ergiebt sich nun Folgendes: 

Beschränkt man die Veränderliche z =^ C-^- iC (^^f einen beliebigen zur 
imaginären Axe parallelen Streifen und die Veränderliche x auf ein end- 
liches Gébiet, dessen sämmtliche Punkte — die an der Grenze mit ein- 
begriffen — positive Abscissen besitzeny so nähert sich die Gfrösse 

z"x-'F{zl 

wo F{z) den Ausdruck (34) und /i eine beliebig gewäJilte positive Zahl be- 
zeichnetf mit wach^endem .\C\ gleichmässig der Grenze Null. Es hat somit 
das Integral 

(35) f(^) = / x-'F{z)d2, 

e—ico 

erstreckt längs einer zur imaginären Axe parallelen Geraden C= Cy nicht 
nur einen bestimmten Sinn^ wenn die betreffende Gerade durch keine Un- 
endlichkeitsstelle von F{z) geht, sondem es i^t ^{x) auch eine analytische 
Function von x, 

Es wird im letzten Abschnitte bewiesen, dass (p{x) einer linearen 
EHflFerentialgleichung Genöge leistet, wenn c im algebraischen Sinne grösser 
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ist als die reellen Theile von ^, , . . . , -2r,„; sowie auch, dass ^{x)x'~^ för 
ein beliebiges z sich der Grenze Null nähert, falls der reelle Theil (^on 
X ohne Ende wächst. Es hat somit auch das Integral 



00 



fif{x)x' \lx 



o 



einen bestimmten Sinn, wenn der reelle Theil von z hinreichend gross 
angenommen wird. Dies Integral känn, was sehr interessant ist, auf die 
Forin F{z) gebracht werden. 

é 

12. Unter c, ,...,Cp sind in diesem Paragraphen fortwahrend Grössen 
verstanden, welche die Bedingung erfiillen, dass die DifFerenz irgend zweier 
derselben keine ganze Zahl ist. 

Sind Fj(^) , . . . , F^(z) p Functionen der Form (34), etwa: 

F {z) = a'F(^)sin;r(^ — cj... sin;r(-2f — O - — -^ .+ ... + -, — -^ I 

^^ ^ ^ ^ ^ ^' ^ ^'L^iUTtiz. — r,) sin7r(2' — Cp)J 



F,{z) =. a'Y{z) sin r(.-c.)... sin n{z-c,)\^^^^^^ + . . . + ^--^^--)\, 
SO känn, wenn die Determinante 



A = 



J(l) A(\) 



A\'' . . . ^f 



von Null verschieden ist, zwischen denselben offenbar keine homogene li- 
neare Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen. 

Ist F{z) eine beliebige Function der Form (34), und A von Null 
verschieden, so ist unmittelbar ersichtlich, dass die Constanten C^ , . . . , (7^ 
iinmer so bestimmt werden können, dass 



wird. 



F{z) = C,F,{z) + . . . + C^F,{z) 



Ada matkematUn, IR. Imprimé le 3 novembrc 1891. 
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Nehmen wir Cj > . . . , c^ von den Nullstellen der Function F(-^) ver* 
Bchleden an, no erhalten ^j, ..., J^, wenn F(c^)y ..., I^XCp) als gegebene- 
Grössen betrachtet werden, aus den Gleichungén 

F(c,) = a*'»F(cJ sin;r(c, — c^) . . . sin r(6*j — 0-4j, 



F{Cp) = a''F{Cp) sin ;r(^'^, — c,) ... sin 7r{Cp — c^.^,)Ap 

eindeutig bestimnite endliche Werthe. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Eine Function^ welche die Bediyigungen des in § lo entwickeUen Satzes 
erfvllty ist vollständig bestmmt, wenn die Werthe, die sie an p verschiedenen 
Stellen der angegebeneti Art annimmt, bekannt aind. 

Besonders beni^erkenswerth sind diejenigen Functionen F[z), för welche 
p == I ist; was offenbar dann, und nur dann, der Fall ist, wenn m — n 
gleich irgend einer der Zahlen 1,2,3,4 ist. In ollen diesen Fallen ist 
F[z) = 6'a'F(;8f), also F{z) vollständig bestimmt, wefin ein specieller Werth 
der Function bekannt ist. 

13. Der Vollständigkeit halber wollen wir jetzl zwei allgenieine 
Ausdröcke bilden,, durch welche sämintliche, der vorher ^betrachteten 
Differenzengleichung F{z '\' i) = r{z)F{z) gentigende Functionen ausge- 
dröckt werden können, för die es tiberhaiipt einen zur imaginären Axe 
parallelen Streifen (cc <^ C^ a + O gi^bt, wo sie sich regular verhalten 
und, nach Multiplication mit einer passenden Potenz von z, dem abso- 
luten Betrage nach nicht ttber eine gewisse endliche Grenze wachsen 
können. Die Herleitung derselben braucht hier nur kurz angedeutet 
werden, weil die dabei in Frage kommenden Schlttsse mit den in § 7 
benutzten vollstlVndig Ubereinstimmen. 

Es sei F{z) eine ebensolche Function. Setzt man 

so ist (/^{z -f- i) = ( — 0"^K^)* Somit ist </^{z)f weil sie sich im Bereiche 
{a<C^OL + O regulflr verhält, eine ganze Function. Setzt man ferner 



sill 7r(2 — ^i) . . . sin 7:(z — c^) 
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wo C, , . . . , C;i Coiistanten bezeichnen, so känn diese Function, welche die 
Eigenschaft ^{z + i) = ( — i)"^^"V''(^) besitzt, durch trigonometrische Func- 
tionen ausgedröckt \verden. Damit sie keine mehrfache Unendlichkeits- 
stelle besitze, wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen, dass unter 
den Grössen c^ ^ . . . , c^ keine zwei sich finden, deren Differenz gleich einer 
ganzen Zahl öder Null ware. Ihre Anzahl X braucht zunächst nur der 
Bedingung 2A > m + n unterworfen werden. Betrachtet man nun för 
den Fall, dass n + ^ grade ist, den Ausdrnck 

G[2) = r[z) — U, cotg;r(^ __ c,) + . . . + J, cotg;r(i? — C;^)], 
fttr den Fall aber, dass n + A ungradc ist, den Ausdruck 



'^ ^ ^ ^ Lsm7r(Ä — c^) 8in;r(« — 



O). 



SO zeigt sich in ähnlicher Weise wie in § 7, dass G und G^ bei passender 
Bestimniung von A^ , , . . , Ax sich auf constante Grössen reduciren; ins- 
besondere muss G^ = o sein. 

Fftr die Function F{z) erhalten wir also, je nachdem n -i- Å grade 
öder ungrade angenonnnen wird, die folgenden Ausdröcke: 

TV \ * z-ar x8in;r(« — c.) . . , sin7r(z — c?)rt ii x / \ • 

^(^).- ^ ^(^) sia4 -.:)■■ -Bin. i— .;j^-^' + ^.cotg;r(.-..) + ... 

. . . -f- -^A cotg;r(-2f — C))], (ii+A=2*) 
F{z) = a'¥{z) ^^(1: ..siu .(. -^,) r A 4. . . . + . f^ 1 

^ ^ ^ ^ sm 7r{z — ^i) . . . sm 7:(z — å,.) Lsm 7:{z — c J sm 7r(z — cx) J 

wo F(^) durch Gleichung (34) erklärt wird und A^ =^ G ist 

Die obigen Ausdrilcke werden am einfachsten, wenn A die kleinste 

ganze Zahl bezeichnet, deren doppelter Werth nicht kleiner ist als m + ?^. 
Bei dieser Gelegenheit wollen wir nicht die Bedingungen ermitteln, 

welche erffillt sein mössen, damit die obigen AusdrOcke die verlangten 

Eigenschaften wirklich besitzen mogen. Offenbar besitzcn sie jcdenfalls 

die Eigenschaft F{z -}- 1) = r(^)F(^). 
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Ist insbesondere m = w, so känn man A == m annehmen, und es er- 
halt dann F{z) die Form: 

/ ^\ T-y/ \ M-a/ \Sin7r(2 — c.) . . . sin 7r(2' — Cm) r a \ a i, f \ I 

(36) t (.) = «'F(.) ^ ;, _;;;... 3i, ,(,_,;.) [^0 + ^. cotg ^(. - .j + . . . 

• • . + ^m cotg Tt:{z — c„)]. 

14. Unter den in der Form (36) darstellbaren Functionen mttssen 
einige hérvorgehoben werden, da sie ftir die Theorie gewisser bestimmten 
Integrale von Widhtigkeit sind. Nehmen wir an, es seien die reellen 
Theile der Nullstellen des Zählers von xi^z) sämmtlich kleiner als eine 
gewisse reelle Zahl a, die entsprechenden Grössen im Nenner aber grösser 
als a, so ist leicht zu sehen, dass jede Function der Form 

(37) F{z) = F(.) "° "f - "-,; • • • "" "[^ - ^r-; \_Å, + Å, cotg ;r(. - cj + • . . 
^ ' ^ ' ^ ' 8in jr(a — »O . . . sin it{z — 2») ^ ' ' ° * 

. • • + ^m cotg ■k{z — C„)], 

wenn z auf den Parallelstreifen (a^C<a+ O beschränkt wird, sich 
regulär verbalt und, nach Multiplication mit ^"*, dem absoluten Betrage 
nach nicht ohne Ende wachsen känn. Verlangt man aber, es soU i\z) 
die letzte Eigenschaft besitzen, auch ohne dass man sie mit einer Potenz 
von z multiplicirt, so muss der letzte Factor von F{^z^ ftir C = ± o^ 
gleich NuU sein. — Wegen unserer Voraussetzung ttber die Null- und 
Unendlichkeitsstellen von r(^) ist nllmlich der reelle Theil von x positiv, 
und somit (§ 9) lim F(^) = 00. — Aus 

lim {A^ + A^ cotg ;r(-2? — cj + . . . + A,, cotg 7:{z — c,J] = o 

folgt aber A^ = o, Å,,, = — A^ — J.^ — ... — A^_^ . Setzt man diese 
Werthe in (37) ein, so bekommt man einen Ausdruck der Form: 

nz) = F(.) "° ""^^ - % •- ■ "° '^^^ - '-'} i'-^- - - +...+ . f-' X 

Es ergiebt sich leicht, dass jede Function dieser Form, die oben verlangten 
Eigenschaften besitzt, wenn die bezöglich der Grössen z^ , ..., z^ , z'i , ..., z'^ 
gemachte Voraussetzung erfullt ist. Damit ist nun folgender Satz bewiesen: 
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In der rationalen Function 

{z — Zi) . , .(z— z^) 



r{z) = 



{z — z{)...{z — z'^) 



seien die reellefi Theile von ^j , . . . , ^^ kleiner als a , und die reéllen Theile 
von z[ , , . . y z'^ grösser als a . Ferner seien 6'i , . . . , c,^__i heliehige Gon- 
slanten, welche doch die Bedingung erfullen, dass die Differenz irgend zweier 
derseJben keine ganze Zahl ist. Dann hat jede in der Form 

(38) F{z) = F(,) Si"'^(^-^)--Bin.(.-c „__o r_A_ +...+ . f-^ 1 

^ ^ ^ ^ ^ ^ &in7r{z—Zy).,.8in7t(z—Zm) Lsin;r(«--c,) 8m7r(«— c,n-i)J 

wo 

«/ N ^ r{z — z^)...r(z — z^) 
' \^) r{z - z[) ...r{z- z'^) 

ist, darstellbare Function von z = C -i- iC die folgenden Eigenschaflen: 

I. F{z) befriedigt die Differenzengleichung 

F{z + I) = x{z)F{z). 

II. F{z) verhält sich an j eder Stelle des Parailélstreifens (a<C<.a + 
regulär. 

III. Wird die Veränderliche z auf den genannten Parallelstreifen be- 
schrdnkt, so känn der absoliite Betrag von F{z) nichi ilber eine gewisse end- 
liche Grenze wachsen. 

Umgekehrt lässt sich auch jede monogene Function^ von der man nur 
weiss, dass sie alle diese Eigenschaflen besitzt, bei passender Bestimmung von 
^j , . . . , A^_i auf die Form (38) bring&n. , 

Eine Function, welche die obigen Eigenschaften besitzt, ist offenbar 
vollständig bestimmt, wenn die Werthe, die sie an m — i verschiedenen 
Stellen des Bereichs (a <^C^a + O annimmt, bekannt sind. 
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III. 

JFunctionenf welche lineare nicht homogene Uifferei^zengleichungen 

erster Ordnutig befriedigen. 

15. Jede lineare DiflFerenzengleichung erster Ordnung känn auf die 
Form 

v,{z)F{z^-i)=,T,{z)F{z)-f,,{z) 



gebracht werden. Setzt man 



'o(«) .^,\ ».(») 



r(.) = f^ , .(.) = -f^ 



SO erhält sie die Gestalt 

(39) F{z+ i) = v{z)F{z) — %{z). 

In der vorliegenden Arbeit bezeichnen T^{z) , r^(^) , 8o(^) ^^^*^ ganze ra- 
tionale Functionen, und soniit t[z) und g(^) rationale Functionen mit 
demselben Nenner. Dieselben wolleii wir jetzt gewissen Beschränkungeri 
unterwerfen, die theils durch die Ergebnisse des vorhergehenden, tlieils 
erst durch die des letzten Abschnittes gerechtfertigt werden können. 
Erstens nehmen wir an, dass die Gradzahl des Zählers von t{z) nicht 
kleiner als die des Nenners sei. Zweitens soll, wenn r(-8:) auf die Form 

' ^ ' (z — z^)...(z — z„) 

gebracht wird, die Grösse a eine reelle positive Zahl sein. Schliesslich 
soll s(-^) die Bedingung 

' bm —, --^ o 

erföllen; die Gradzahl des Zählers von g(^) soll m. a. W., unter m die 
des Zählers von r{z) verstanden, höchstens gleich m — i sein. 

Die im Vorhergehenden behandelte Gleichung F{z -^ i) = t{z)F{z) 
känn gewissermassen als ein specieller Fall von (39) aufgefasst werden. 
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Es fragt sich nun, ob es auch Functionen existiren, welche die Gleichung 

(39) befriedigen und im tlbrigen sich in ähnlicher Weise verhalten, wie 
die der Gleichung F{z -f i) == v{z)F{z) genttgenden und im vorigen Ab- 
schnitte in der Form ^ 

(40) «'F(.) sin ;r(. - c,) . . . sin n{z - c,)\^^^- + . . . + ^j^— J 

dargestellten Functionen. In den folgenden Paragraphen wird diese Frage 
för die wichtigsten Fälle (limr(2^)> i) eriedigt. Es sei F[z) eine ana- 
lytische Function mit den nachstehenden Eigenschaften : 
I. F{z) befriedigt die Differenzengleichung 

(40 F{z+i)==v{z)F{z)-f^{z), 

wo v{z) und 8(^) gegebene rationale Functionen der oben angegebenen 
Beschaffcnhcit bezeichnen. 

IL In der Umgebung jeder endlichen Stelle, deren reeller Theil im 
algebraischen Sinne grösscr ist als die reellen Theile von z^,...yZ,^y ver- 
balt sich F{z) regulär. 

III. Wird die reelle Zahl a algebraisch gtösser als die reellen Theile 
von ^j , . . . , z,„y sonst aber beliebig angenorrtmen, und die Veränderliche 
z = C+ C i^uf den Parallelstreifen (a^C<. a + 1) beschränkt, so känn 
der absolute Betrng von F[z) nicht tiber eine gewisse endliche Grenze 
wachsen; wobei zu bemerken ist, dass in den Fallen, wo m = n ist, nur 
gefordert wird, dass F[z)j wenigstens nach Multiplication mit einer pas- 
senden Potenz von z, die angef(\hrte Eigenschaft bésitzen soll. 

Die Aufgabe, alle analytischen Functionen mit diesen Eigenschaften 
zu bestimmen, vereinfacht sich sehr wegen des folgenden Satzes: 

Kennt man eine Function ^{z), welche die ohigien Eigenschaften besitzt, 
so känn jede andere Function F{z) mit denselben Eigenschaften auf die 
Form f{z) + S(^), ivo f{z) den Ausdruck (40) hezeichnetj gebrachl werden. 

Dies ergiebt sich unmittelbar, wenn man den in § 10 (resp. § 9) 
bewiesenen Satz auf die Differenz F{z) — S(^) anwendet. 



' Ist m = n, so ist stets p = I zu setzen. V{z) hat diesclbe Bedcutung wie itu 
vorigen Abs»linitte. 
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Betrachtet man nun die Reihe 



30 

(42) ^ (") = S n^i^fit^^i^^+V) ' 



SO erhellt aus ihrer einfachen Form, dass sie in allén Fallen, wo sie con- 
vergirt, der Differenzengleichung (41) Genöge leistet. Auf. Grund des 
obigen Satzes ist es daher von Wichtigkeit zu wissen, unter welchen Be- 
dingungen sie convergirt, und ob sie dann auch die Eigenschaften II. iind 
III. besitze. 

. 1 6. Setzt man 

ne*"-" 



</>{z) = 



r{z) ' 



so ist (p{z) eine Grösse, die sich der Grenze Eins nHhert, wenn |^| ohne 
Ende wHchst. Durch eine einfache Rechimng folgt ftir hinreichend grosse 
Werthe von |^|: 



wo die X von z unabhängige Werthe haben; insbesondere hat x den Werth 

^ = ^1 T* • ' • "T ^n ^1 • • • ^m • 

Setzt man 

80 känn V^z) ftlr hinreichend grosse Werthe von l^^l in eine Reihe der Form 

wo die a von z unabhängig sind, entwickelt werden. Die Function r{z) 
känn nun folgenderweise geschrieben werden: 

Schreibt man in dieser Gleichung statt z nach einander ^ , j? + i , . . . 
z -^^ u — I, so ergieTjt sich, indem man die so erhaltenen Resultate durch, 
Multiplication mit einander vereinigt, 
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^^"^^ T{z)r{z + l). . .T{z + v— \) a'[z{z + I) ... (a + v — I)]"»-" \z + i^J ' 

Setzt man ferner, unter m — k {k = i , 2 , . . . , m) die Gradzahl des Zfthlers 
von g(jer) verstehend, 

a(g + v) ^ <P(g + 1^) 
^"^^^ T{z + v) (« + vf ' 

so ist 0(2) eine Grösse, die sich einer endlichen von Null verschiedenen 
Grenze nähert, wenn z dem absoluten Betrage nach ohne Ende wEchst. 
Zur AbkUrzung setzen wir schliesslich 

(45) <1>Å^) = *(« + V)9'{z) ... 1^{Z + v— 1). (v=o,l.s «) 

f 

Auf Grund des in § i bewiesenen Holfsatzes und wegen der Definition 
von 0{z) hat 0^{z) die folgende Eigenschaft. Wird die Verftnderliche 
;8f = C+ iCj unter a eine beliebige reelle Zahl verstanden, auf die durch 
die Bedingung C^ a definirten Hälfte der ^r-Ebene beschränkt, so känn 
eine pbsitive ganze Zahl /i stets so gross angenommen werden, dass der 
absolute Betrag von 0^{z + /i) för i; = o, i,2,...,co weder unbe- 
schränkt wachsen noch abnehmen känn. Es giebt ni. a. W. zwei von 
Null verschiedene Grössen A und B {A < B)^ welche die Bedingung 

Ä < I 0,{z + fji)\<B 

fOr i; = o, I, 2,..., CO erf ollen, falls z auf das Gebiet C >^ a beschränkt 
und fi hinreichend gross angenommen wird. 

Mit Httlfe der Gleichungen (43), (44) und (45) känn nun die im 
vorigen Paragraphen aufgestellte Reihe S{z) auf die folgende Form ge- 
bracht werden: 



(4-^) <>(') -tw^ÅT^' -^ 



,^, ... .- [HZ+ l)...(2 + >'-l)]'— " 



Au8 der einfachen Form (42) der Reihe S{z) ergiebt sich, wenn fx eine 
beliebige positive ganze Zahl beeeichnct: 

(A',\a(^\ «(«), _8(f±j) , B(z+ft-i) S(z + fi) 

(47) o{z} = ZT-T + ,/,x,,. rTv +•■•+ ,./,^ r/,j..,_,x + 



r(») ' r(2)r(a+i) ' r(z)...r[z + fi — i) r(«)...r(« + /« — i) 

Äeta mathematiea, 15. Imprimé le 4 novembre 1891. 45 



354 



Hj. Mellin. 

Auf Grund cfer obigen Entwickelungen ergiebt sich nun Folgendes: 
Erstens: Ist limr(;2?) > i, d. h. entweder m> n öder w = n und 



■r= OO 



gleichzeitig a> i, so ist S{z) in der Umgebung jeder endlichen, von den 
Wurzeln der Gleichungen r(^ + p) =^ o, v = o, i , 2 , . .., 00, verschiedenen 
Stelle nnbedingt und gleichmässig convergent. Nähert sich z, unter a 
eine beliebig gegebene reelle Zahl verstanden, in der durch die Bedingung 
C>^oL definirten Halfte der ^-Ebene der Stelle -00, so nähert sich S{z) 
gleichzeitig der Grenze Null. 

Ist beispielsweise m = n und a > i, welche Annahme den ftir unsere 
Behauptungen ungtlnstigsten Fall biidet, so känn vorausgesetzt werden, es 
sei /i so gross angenommen, dass 0^{z + /i) för C >; a endlich bleibt, wie 
gross auch y werden mag. Es sei gleichzeitig /jl so gross, dass a +71, 
und somit auch der reelle Theil von ;2? +/*> g^össer åls Eins ist> Alsdann 
hat man 



M^-Trh-^^-^^^^i' 



Z + fi + u 



)<-M'-7h) 



log (v + i), 



und daher 



,Z + ft + v 



) 



< e 



(v \| 
' i I 
'+M>'>'i < (j; + 1)|X| 



Auf Grund dieser Ungleichung ergiebt sich aus (46), wenn darin statt 
z + fl geschrieben wird: 



OO 



y«0 



S(z -h /i + v) 



T{z+/i)...T{z +/i+v) 



CO 



• s/ = 



0.{z + fi) 
Iz -h/i + 1/)* 



(v + 1)1*1 



a* 



Da die letzte Reihc ftir das ganze Gebiet C>^ ol nnbedingt und gleich- 
massig convergirt und sich der Grenze Null nähert, wenn \z\ gemllss der 
Bedingung C>^ a ohne Ende wachst, so geht aus (47) die Richtigkeit 
unserer Behauptungen unmittelbar hervor. 

Ist also limr(^)> i, so stellt die Reihe S(-8f) immer eine Function 

dar, welclre die im vorigen Paragraphen unter I., II. und III. erwilhnten 
Eigenschaften besitzt. 
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Zweitens: Ist m = n und a < i, also linir(^) < i, so divergirt die 

Reihe S(-2r), weil ihr allgeineines Glied eine mit der Ordnungszahl un- 
beschränkt wuchsende Grösse ist.^ , • 

Drittens: Ist lim r(^?) = i, also m = n und a = i, so hängt die 

t—fK> 

Convergenz der Reihe S(^) von den Zahlen x und k in folgender Weise 
ab. Ist x> — Ä; + i, so ist S(^) in der Umgebung jeder endlichen 
von den Wurzeln der Gleichungen r(^ + v) = o, v = o , i , 2 , . . . , 00, 
verschiedencn Stelle unbedingt und gleichmässig convergent, und wird, 
wenigstens nach Multiplication mit z~~*^ unendlich klein, wenn die Vcr- 
anderliche ^ = (^+ 2^', unter a eine beliebige reelle Zahl verstanden, in 
der durch die Bedingung C^ « detinirten Hälfte der jgi-Ebene sich der 
Stelle 00 nJlhert. Dies erhellt leicht aus 

Ist aber x <^ — k -{- i, so ist S(i?) stets eine divergirende Reihe. Dies 
ergiebt sich auf Grund eines bekannten Satzes,'' weil der Quotient des 
v + i^" Gliedes der Reihe durch das j;^® fQr hinreichend grosse Werthe 
von v in eine Reihe der Form 

entwickelt werden känn. 

Ist also limr(^)= i, so wird durch die Reihe ^{z) eine Function 

mit den Eigenschaften L, II., III. (§ 15) nur in dem Falle dargestellt, 
dass X > — k -{- I ist. 

Es ist in vielen Fållen vortheilhaft, den Zähler von %{z) als eine 
ganze rationale Function {m — i)^° G ra des mit iinbestimmten Coefficienten 
betrachten zu können. SoU S(^) im Falle lim r(^) = i, auch wenn 

die genannten Coeflficienten als unbestimmte Grössen betrachtet werden, 
die Eigenschaften I., II. und III. besitzen, so ist es offenbar nothwendig, 
und zugleich auch hinreichend, dass der reelle Theil vqn x > o ist. 

^ Offenbar ist dies auch der Fall, wena m<^n ist, also jedenfalls wenn lim 'T{z)<, I. 



« — oo 



' c. f. Weierstrass. Fuficiiofienlehre. S. 220, 
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Es darf hier nicht unerwähnt bleiben, dass es, bei den Anwendungen 
unserer Sätze in der Theorie der bestimmten Integrale, im Allgemeinen 
nicht nothwendig ist, die Gradzahl des Zählers von s{z) grösser als m — 2 
vorauszusetzen, wenn gleichzeitig lim r{;2f) = 1 ist. Alsdann besitzt die 



z=-to 



Reilie S(-2?) die oft erwähnten Eigenschaften, wenn zugleich der reelle 
Theil von x > — i ist. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich der folgende Satz: 

Bezeichnen x{z) und s{z) rationale Funclionen der in ^ 15 angegehenen 
Bescliaffenheit, und wird der ZäMer von 8(0) als eine unbestimmte ganze 
Function beziehungsweise (iw — i)*®° öder {m — 2)^° Grades betrachtet^ je 
nacMem lim v{z) grösser als öder gleich Eins ist, so ist die Reihe 



Z^co 



QO 



8(» + v) 



im ersten Folie stets, im zweiten Falle aber nur dann convergent, wenn der 
reelle Theil von x > — 1 ist, Im Falle der Convergenz stellt sie immer eine 
Function dar, wétche alle drei in ^ 15 unter I., II. und III. erwähnten Eigen- 
schaften besitzt. 

Aus dem in § 15 enthaltenen Satze ergiebt sich der Folgende: 

Wei^s man von einer irgend wie definirten monogenen Fmiction F{z) 
dass sie die fraglichen Eigenschaften besitzt j so känn sie auf die Form 

(48) Fi^) = a'Fiz) sin .(.-c.) ... sin -{^-c,)[^^-^ +...+ ."n^^J 

8(2 + v) 






gebracht werden, wenn die fur die Convergenz von S{z) erforderlichen Be- 
dingungen erfullt sind. 

Dieser Ausdruck enthält p + m, eventuel p + m — 1, unbestimmte 
Constanten. 
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17. Im Zusamménhangc mit der Reihe S{z) woUen wir jetzt auch 
die folgende betrachten: 

Si(^) = b(-2? — o + ^{^ — 2)r(-2f — o + 8(^ — 3)t{z — i)t{z — 2) + . . . , 

m 

welche im Falle der Convergenz offenbar die Differenzengleichung 

befriedigt und nur an den Stellen 

z = z[ + I , -2f)l + 2 , ^i -f 3 , . . . , a-i,2,...,«) 

unendlicli werden känn. 

Ist lim t{z) niclit gleich Eins, so convergirt offenbar stets eine von 

den beiden Reihcn S{z) und S^{z), aber nicht beide gleichzeitig. 

Igt dagegen lim t{z) = i, so convergiren öder divergiren sie beide 

gleichzeitig. 

Um dies zu finden schroibe man in Gleichung (43), wo m == n und 
a = I zu setzen ist, statt z z — v. Dann bekommt man die Gleichung 



(49) r(^ — 1) . . . t{z — u) = (tz:^) 



<r(2f— I)... ^(0 — 1/) 



Setzt man ferner, unter m — k die Gradzahl des Zählers von %{z) ver- 
stehend : 

S{z — l^— 1) =-r^ r^S 

80 ist lim 0{z) endlich und von NuU verschieden. Das (y + i)** Glied 
von S^{z) känn nun auf die Form 

s(._p_Or(.-x)...r(.-v) = (^(^y 
gebracht werden, wo zur Abkttrzung 

gesetzt worden ist. Auf Grund des in § i bewiesenen Hiilfsatzes und 
wegen der Definition von 0(z) hat 0y{z) die folgende Eigenschaft. Wird 
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die Veränderliche z = C+ K\ unter a eine belieblge reelle Zahl ver- 
standen, auf die durch die Bedingung ^< a definirten Hälfte der j8:-Ebene 
beschränkt, so känn eine positive ganze Zahl /i stets so gross ai^enommen 
werden, dass der absolute Betrag von 0^{z — fx) för v = o,i,2,...,co 
weder unbeschränkt wachsen noch abnehrnen känn. Beachtet man ausser- 
dem, dass Sj(^) und ^^{2 — /i) beide gleichzeitig entweder convergiren 
öder divergiren, so geht die Richtigkeit unserer Beliauptung leicht hervor. 
Es sei lirnr(^)=i und der Zähler von 8(;8f) eine unbestimmte 

ganze Function {m — 2)^** Gradcs. Setzt man f[z) = S{z) + S^{z) so ist 
f{z+ i)=T{z)f{z). Um den in § 14 bewiesenen Satz anwenden zu 
köimen, setzen wir ferner voraus, dass die reellen Theile von ^^ , . . . , ^^ 
sÄmmtlich kleiner als a, die reellen Theile von ^I,...,^^ aber sämmt- 
lich grösser als a sind, wobei a eine gewisse reelle Zahl bedeutet. Alsdann 
ist der reelle Theil von ;f > o, und somit 8{z) und Si{z) beide conver- 
gent. Ferner verbalt sich die Summe f{e) offenbar in dem Parallelstreifen 
(a<^C<^a+ O tiberall regulär, und ihr absoluter Betrag känn daselbst 
auch nicht Uber eine gewisse endliche Grenze Avachsen. Wegen des in § 1 4 
bewiesenen Satzes kami also f{z) auf die Form '(38) gebracht werden. 

18. Im Vorhergehenden ist es unentschieden geblieben, ob es, wenn 
lim t{z) < 1 öder wenn lim r(^) = i und zugleich der reelle Theil von 

X <. — I ist, tiberhaupt Functionen giebt, welche die in § 1 5 unter L, 
IL, III. erwähnten Eigenschaften besitzen. Bei dieser Gelegenheit sei be- 
zDglich des Falles lim t{z) < i nur bemerkt, dass die Untersuchung des- 

selben mit Hölfe der vorher betrachteten Keihe S^{z) bewerkstelligt 
werden känn. Von weit grösserem Interesse ist der Fall, wo lim r(^?) = i 

Z — QD 

und zugleich der reelle Theil von x < o ist. In diesem Falle giebt es m 
von einander linear unabhilngige, der Differenzengleichung 

F{z+ i) = T{z)F{z) — s{0) 

gentlgende Partialbruchreihen, mit deren Htllfe man stets eine homogena 
lineare Function bilden känn, Avelche die fragliche Gleichung befriedigt, 
auch wenn der Zähler von 8(^) als eine beliebig gegebene Function 
(m — 2)^*" Grades betrachtet Avird. Der Fall lim t{z) > 1 braucht zu- 
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nächst nicht von dem soeben erwähnten getrennt werden. Es Avird daher 
vorausgesetzt, es sei rnnr(;8;) entweder > i öder = i, im letzten Falle 

aber zugleich ;f < o. 

Es erweist sich als nothwondig die Ordnungszahlen der von einander 
verschiedenen Nullstellen von .r(^) zn beacliten. Zu dem Ende setzen wir 

wo ttj , . . . , a^ , ^, , . . . , /9^ lauter von einander verschiedene Grössen be- 
zeichnen. Von nun an werden auch die folcrenden Bezeichnungen fest- 
gesetzt (beziehungsweise beibehalten): 

^^^) r(z — z\),., r{z — z^) r-" {z -p,)... r^z -/?.)' 

^Å^) — «(^ — z,).,.{z — z^ = a{z — a,Y'...{z — a^/^ 
ri('2^)= {z — z[)...{z — z:)= {z — p;y^...{z — p;fc^ 

t{z) = "^^J, 8(^) = H-J, B(^) = 4-N' 

X = ^i; + . . . 4- ^; — j^^ — . . . — ^^ = y,^, + . . • + v^/9^ — )M,a, — . . . —fJipOip^ 

Der Einfachheit halber wollen wir voraussetzen, dass unter den Grössen 
ttj , . . . , a^ , /9, , . . . , y9^ keine zwei sich finden, deren Differenz gleich einer 
ganzen Zahl ist. Was Aveiterhin unter dieser Voraussetzung nachgewiesen 
wird, das gilt mit unwesentlichen Mgdificationen auch för den Fall, avo 
zwei öder mehrere der genannten Grössen sich um ganze Zahlen von 
einander unterscheiden. 

Es sei a irgend eine von den Nullstellen von v{z) und /i die zu- 
gehörige Ordnungszahl. Versucht man die Differenzengleichung 

F{z+ i) = t{z)F{z) — %{z) 
öder 

r„(^)F(^)-r,(^)F(^+i) = B,(^), 

WO %q{z) zunjlchst nur irgend eine ganze, rationale öder transcendente, 
Function bezeichnen mag, durch eine Partialbruchreihe der Form 



v»0 
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wo die g^z) ganze rationale Functionen bedeuten, zu befriedigen, so 
findet inan,^ dass dies immer und' nur dann mOglich ist, wenn die Con> 
stanten A mittelst der Gleichungen 






(50) 






(v = l,2,8, ...,«) 



bestimmt werden. Die obigen Gleichungen dröcken in der That die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung daför aus, dass eine jede der un- 
endlich vielen rationalen Functionen 



!(»') Ai^) 



welche als Glieder des Ausdruckes Tq{z)8{z) — T^{z)S{z + 1) anzusehen 
sind, eine ganze Function sein soll, und dies ist wiederum, wegen un- 
serer Voraussetzung Uber die Null- und Unendlichkeitsstellen von t{z)j 
dann und nur dann der Fall, wenn eine jede der Functionen 






(v=» 1,2, ...,») 



beztiglich nach positiven ganzen potenzen von z — a + v, v = i ,2,..., 00, 
entwickelt werden känn. Entvvickelt man nun diesen Ausdruck nach 
ganzen Potenzen von z — a + v und setzt die Coefficienten der negativen 
Potenzen gleich Null, so bekommt man in der That die Gleichungen (50). 
Vermöge der Gleichungen (50) bestimmen sich A^^^ , . . . , -^^i"^ (v = i , 
2 , . . . , 00) als homogene lineare Functionen von A^^^ , . . . , A^^\ denen 
man aber beliebige Werthe ertheilen känn. Dem MiTTAG-LEFFLER'8chen 



* C. f. Zur Tlieone der Gaynmafimciion. Bd. 8 dieses Journald S. 48. 
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Satze gemäss können nachher die g^[z) immer so angenommen werden, 
dass S(;8f;a) eine gleichm&ssig convergirende Reihe wird. 

Die in den Gliedern von 8(0; a) vorkommenden ganzen Functionen 
g^{B) können alle identisch gleich Null gesetzt werden, falls die so ent- 
stehende Reihe gleichmässig convergirt. Dies ist stetä der Fall, wenn 
lim r(^) > I ist, was in meiner Arbeit Zur Theorie der Grammafunclion 

nachgewiesen ist. Der Beweis soll jetzt. so geföhrt werden, dass die Con- 
vergenz der Reihe 

(51) S(^;ct) = V (r—^rv. + ... + —^-) 

auch in dem Falle ersichtlich wird, wo lim t{z) = i und gleichzeitig 

der reelle Theil von x<o ist. Es soll weiterhin unter 8(0; a) immer 
eine Heihe der Form (51) verstanden werden, deren Constanten A die Be- 
dingungen (50) erföllen. 

Wird B(-?) in der bekannten Form einer Summe von Partialbrttchen 
und einer ganzen Function dargestellt, so muss die ganze Function, weil 
limr(if) >^ I ist, sich auf eine Constante reduciren. Werden sodann durch 

(»00 

DifiFerentlation ähnliche Ausdrticke fQr die Ableitungen von B(j?) ent- 
wickelt, so leuchtet unmittelbar ein, dass die entsprechenden ganzen Func- 
tionen identisch gleich Null sind, sowie auch, dass die Ungleichungen 

I E'(a — v) I < i — ^-n » ...» I B^''~'Xa — 1^) I < , ^ ,, (-- 1.2. ....«) 



bei passender Bestimmung von C stattiinden. Aus den Gleichungen (50) 
folgt nun 



4^I<^,^+|B(«->^MP.'N 



* '=|a — v\ \a: — v\ ' ^ / * 1 
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£s ist also 



r 

<>i + ... + !^ri < (iB(«.- v)! + ^-^^)i\^'r'\ + ••• + Mr"i). 

Hieraus erhellt nun schon, dass S(if;a), wenn \\mT{z) > i ist, unbedingt 
und gleichmässig convergirt. Ist aber iirn r(^:) = i, so schreiben wir die 

t— 30 

obige Ungleichung in folgender Gestalt 



J(v) 



Daraus ergiebt sich 






\a — Å\* 



) 



Benutzt man die in § 17 enthaltene Gleicliung (49), wo statt z a zxx 
schreiben ist, so folgt 



\Ar\+-.. + \Ar\<K(^y 



wenn K eine Zahl bezeichnet, welche die Bedingung 



{K'l + .-- + 



-Mri).nin«->i)i(n- 

A-o ^ 



(f,-l)C\T{a-Å )\ 



) < K 



fOr v» = I , 2 , . . . , CO erfQllt. Es ist soniit, wenigstens för hinreichend 
grosse Werthe von v: 



\(^) 



{z — a + \^Y 



-f ... + 



A\ 



(v) 



z — a + v 



< 



ä: 



z — a + v 



(^) 



— X 



Ist also der reelle Theil von x < o, so ist S(-2?;a) aueh im Fal le 
lim r(^) = I in der Nähe jeder von z = a y a — i,a — 2,... ver- 

schiedenen Stelle unbedingt und gleichmässig convergent. Es soll bei 
dieser Gelegenheit nicht näher erörtert werden, ob es auch inimer eine 
för die Convergenz von S(-^;a) nothwendige Bedingung sei, dass der reelle 
Theil von x <o ist. Dass dies aber jedenfalls zur Convergenz sämmtlicher 
zur Stelle z ^= a gehöriger Reihen S(-2?;a) nothwcndig ist, geht indessen 
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durch. die Annahme Ai^ = i , A^^^ = o , . . . j A^^^ = o leicht hervor. 
Durch diese Annahme entsteht nämlich eine divergirende Reihe, wenn 
jder reelle Theil von x >^o ist. Im Nachstehenden sei also dieser Theil 
< o, wenn lim r(*2r) = i ist. 

Es soll jetzt die durch die Gleichung 

« 

B,{z;a) = T,{z)S{z',a) — T,{z)S{z+ i;a) 
definirte ganze Function 

betrachtet werden. In Folge der Gleichungen (50) ist jedes Glied der 
rechten Seite eine ganze rationale Function, deren Gradzahl offenbar 
höchstens gleich m — i sein känn, wenn m wie frtlher die Gradzahl von 
Tq{2) bezeichnet. Da die Reihe S(^;a) gleichmassig convergirt, so ist dies 
auch init der Eeihe 8^(^;a) der Fall, und sie lasst sich somit nach Po- 
tenzen von z entwickeln. Dadurch bekommt man aber eine ganze ratio- 
nale Function von höchstens (m — i)**° Grade. 

Ist also lim t{z) entweder > 1 öder = i und im letzten Falle der 

XaaOO • 

reelle Theil von x<o, so hefriedigt die Reihe S(^;a); deren Constanten A 
durch die Gleichungen (50) bestimmt sindj eine Gleichung 

(52) S(^+ i;ot) = r(^)S(^;ot) — 8(-^), 

wo der Zähler von b{z) eine ganze rationale Function von höclistens (w — i)**" 
Grade ist. Zu diesem Satze gehört der folgende Zusatz: Ist limr(^r)= i, 



z= ao 



SO ist die Gradzahl des Zählers von %{z) nienials grösser als m — 2. 

Ist nämlich limr(^)= i, so ist -^-^ — ^^ = 1 == J-i — ^\ Der 



r—oo 



m 



m 



Coefficient von z""'^ im (v -f 0*^" Gliede der Reihe 8,,(^;a) Avird daher 
gleich A^^^ — ^^\^^\ wahrend er im ersten Gliede den Werth Af^ hat. 
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OrdDet man also die ganze Reihe nach Potenzen von Zy so erhält der 
Coefficient von z"^"^ den Werth 

19. Nach dem Vorhergehenden gehören offenbar zu jeder ;i-fachen 
Nullstelle z = a der rationalen Function r(^) ja von einander linear un- 
abhängige Partialbruchreihen 8(0; a), welche die Gleichung (52) befriedigen 
und ' durch welche jede andere zu derselben Stelle gehörige Reihe ak 
homogene lineare Function ausgedrtlckt werden känn. Setzt man nach 
einander a = a^ , . . . , a^, so bekommt man p Gruppen von Reihen. Nimmt 
man aus jeder solchen Gr uppe (a) fx linear unabhängige Reihen heraus, 
so bekommt man im Ganzen /£, + /ij + . . . + /£^ = w* linear unabhängige 
Partialbruchreihen, welche im Folgenden mit 8^ (;?),... , 8«(/) bezeichnet 
werden sollen. Setzt man, unter 6\,...,6'^ constante Grössen verstehend: 

S(^) = C,8,{z) + C\S,{z) + ... + C^S^iz), 

BO ist offenbar t^{z)8{z + O = ''o(^)S(^) — *o('^)' ^^ ^oC-^) ^^"® ganze 
rationale Function von höchstens (w — i)^ öder {m — 2)*"^ Grade be- 
zeichnet, je nachdem limr(;?) > i öder = i ist. Es muss aber bewiesen 

werden, dass die Constanten C immer derart bestimmt werden kOnnen, 
dass Sq{z) gleich jeder beliebigen ganzen Function wird, deren Gradzahl 
ira ersten Falle gleich öder kleiner als m — i und im zweiten Falle gleich 
öder kleiner als m — 2 angenommen werden känn. Zu dem Ende be- 
merken wir zunä<5h8t, dass die Reihen S^{j) , . . . , S^{z) in beiden Fallen 
offenbar alle drei in § 15 unter I., II., III. erwähnten Eigenschaften be- 
sitzen; zugleich ist auch unmittelbar ersichtlich, dass lim 8(i8f + v) = o ist. 

Es sei 

r,(^)SA(^ + O = T^{z)Sx{z) — Sx{z) a-1.3 «) 

die zur Reihe Sx{z) gehOrige Differenzengleichung und A die Determi- 
nante der ganzen Functionen B^{z) , . . . 9 s„{z). Im Falle limr(;2?)=i 

ist offenbar A = o. 

Ist aber limr(^) > i, so känn A niemals gleich Null sem, toenn die 

Sa(^) ^on einander linear unabhångig sind, Denn wäre A = o, so bestftnde 
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eine Identitftt C^%^{z) + ... + C^%^{z) = o, wo die C nicht alle gleich 
NuU wftren.. Dann wörde aber S(^ + O == '('^)S(^) sein, und somit 

o( \ ^ 8(g + ^) . 

^^ T(z)T{2 + i)...r(« + v— I)' 

wie gross auch v sein mag. Da der Nenner der rechten Seite wegen der 
Voraussetzung lim r(-^) > i mit wachsendem u ohne Ende wächst, wfthrend 

der Zähler sich gleichzeitig der Null nfthert, so mOsste S(^) identisch 
gleich Null sein, und somit auch eine lineare Gleichung zwischen den 
Reihen Si{z) bestehen, was wider unsere Voraussetzung ist. £s muss also 
in dem fraglichen Falle wirklich A von Null verschieden sein. Ist aber 
A von Null verschieden, so können die Constanten C immer und nur 
in einer Weise so bestimmt werden, dass C7,b,(^) +...-f ^m*m(^) == ^oC^) 
wirdy wenn s^{z) eine beliebig gegebene ganze Function von höchstens 
(m — I )**° Grade bezeichnet 

Nunmehr sei limi^(;?) = i und somit A = o. Alsdann können die 

m 

C so bestimmt werden, dass (7jBj(i2f) +...+ C'^B^(2?) identisch verschwindet, 
ohne dass alle C gleich Null sjnd. Der Ausdruck S{z) besitzt aber dann 
alle drei in § 7 unter L, IL, III. erwähnten Eigenschaften und muss daher 
nach § 9 auf die Form 

(53) CF{z) = C,8,{z) + ... + C'„S,(^r) 

gebracht Averden können. Die Constante C kami nicht gleich Null sein, 
weil die S;t(^) nach unserer Voraussetzung linear unabhängig sind. (Ein 
ganz specieller Fall dieser Gleichung ist die bekannte Partialbruchent- 
wickelung des EuLEii'schen Integrals erster Gattung.) Da die in Gleichung 

(53) vorkommenden Constanten Cx nicht alle gleich Null sind, so sei C^ 
von Null verschieden. Bezeichnet nun A' die Determinante der ganzen 
Functionen 8,(2?), . . . , 8„,_i(^), so känn A' nicht gleich Null sein. Denn 
wäre A' = o, so bestande eine Identität C[Bi{z) +... + ^l-iB«_i(^) = o, 
wo die C nicht alle gleich Null Avaren. Dann hatte man nach § 9 

(54) C-F(^) = C;S,(0 + . . . + C'^^^S^,.,{z), 

und es könnte C nicht gleich Null sein, weil die Sa(^) linear unabhangig 
sind. Aus (53) und (54) wörde nun zwischen S,(;?) , . . . , S„(äi) eine ho- 
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mogene lineare Glcichung folgen, wo Avenigstens der Coefficient von S^{z) 
einen von NuU verschiedenen Werth besässe. Es muss also .wirklich A' 
von Null verschieden sein. Ist aber dies der Fall, so können die C iminer 
und il ur in einer Weise so bestimmt werden, dass 



6\8i(^) + . . . + C^-xS^-i{z) = 8,(^) 



wird, wenn Bq{z) eine beliebig gegebene ganze Function von höchstens 
(m — 2^*** Grade bezeichnet. 

Auf Grund des oben Dargelegten känn nun der am Ende des vorigen 
Paragraphea bewiesene Satz durch den folgenden ergänzt werden: 

Ist limr(^) entweder > i öder = i und im letzten Falle der reelle 

Theil von x <Oy bezeichnet ferner ^^{z) eine ganze rationale Function, deren 
Goefftcienten als unbestimmte Grössen betrachtet werden und deren Gradzahl 
im ersten Falle gleich m — i , im zweiten aber gleich m — 2 angenomnien 
tvird, so wird die Oleichung 

bei passender Bestimmung von Cj , . . . , C^ von dem Äusdrucke 

WO Si(-2f) , . . . , S„,(2?) die oben angegebene Bedeutung habeny befriedigt. Der 
Fall lim r(^) = i ist dadurch bemerkenswerth^ dass Sq{z) bei passender Be- 



Z = Vi 



stimmung von Cj , . . . , C„, identisch verschwinden känn, was dagegen im Falle 
lim r(^) > 1 niemals möglich ist. In jenem Falle besteht daher stets, in 



t^ta 



diesem aber niemals eine Jwmogene lineare Gleichung zwischen dem Äusdrucke 

F{z) und den m Reihen S^{z) , . . . , S„,{z). 

20. Die in diesem Abschnitte erhaltenen Resultate wollen wir jetzt 
zusammenfassen. Dabei wird der Zähler ^^{z) von b{z) als eine beliebige 
(unbestimmte) ganze Function von höchstens (m — i)^""" öder (>« — 2)^*" Grade 

betrachtet, je nachdem lim t{z) entweder > i öder = i ist. Im tibrigen 

2=00 

werden selbstverständlich in Bezug auf r(^) und b{z) die fröheren Vor- 
aussetzungen (§ 15) festgehalten. Wenn im Folgenden von Partialbruch- 
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reihen die Rede ist, so kommt noch die Voraussetzung hinzu, dass unter 
den NuU- und Unendlichkeitsstellen von t{z) keine zwei sich finden, deren 
Differenz gleich einer ganzen Zahl ist. Es ist indessen nicht schwer zu 
finden (§ i8), dass die folgenden Resultate im Avesentlichen noch bestehen 
bleiben, wenn diese Voraussetzung nicht gemacht wird. Die im Folgenden 
angewandten Bezeichnungen slnd frtther erklärt; insbesondere hat die Zahl 
p die in § lo festgesetzte Bedoutung. Es sind zwei Hauptfälle zu be- 
achten: je nachdem limr(^) > i öder = i ist. 

Z=»ab 

I. Ist limr(^;)> I, so sind die beiden Ausdröcke 



oo 



F(.) = a'F(.)8m;r(.-cJ...sin^(^-c,)[^j^^— + ... + ^j^^ 



ou 



,yp 8^g -t- f) 



= a'F{z) sin ;r(. -..).. .sin r(.-r,)[^j^_-- + . . . + -^-— J 

+ C',S,(^) + C,8,{z) + ... + C„8M 

stets convergent und besitzen die in § 15 unter L, IL, III. erwähnten 
Eigenschaften; umgekehrt lässt sich auch jede Function mit den fraglichen 
Eigenschaften in diesen beiden Formen darstellen. (Ist m == Uy so ist 
p = i zu setzen.) 

IIj. Ist lim r(^) = I und hat gleichzeitig der reelle Theil von x 



t — Vi 



einen zwischen o und — i liegenden Werth, so gilt von den beiden Aus- 
dröcken 



v«=0 



allés, was unter I. bezöglich F(^) gesagt worden ist. 

11^. Ist limr(-2:) =1 und der reelle Theil von x>^o^ so gilt von 

dem Ausdrucke 



*=« 



S(z + v) 



CF(z) + V "^^ -^ '> 



«') 



allés, was unter I. bezQglich F^z) gesagt worden ist. 
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II3. Ist lim r(i2r) « I und der reelle Theil von x< — i,8ogiltvon 
dem Ausdrucke 

CV{z) + C^8,{z) + C\8,{z) + . . . + C^SJj) 

allés, Avas unter I. bezftglich F{z) gesagt worden ist. 

Die Anzahl der unbestimmten Constanten, welche in dem unter II, 
(und II,) auftretenden Ausdrucke vorkommen, ist nur dem Scheine nach 
gleich m + 1, in der That aber gleich m. Dies ergiebt sich daraus, dass 
die m + i Functionen ¥{z) , Si(^) , . . . , S^(-?) nicht von einander linear 
unabhängig sind. 



IV. 

l^er dis Beziehung zurlschen den OanMnafunctimien und den 

Integrälen der IHfferentialgleichung 

K — K^)y + («i — ^^)^ä + • • • + (^« — ^'«^)^"'£^ = ^• 

21. In einer frQheren Arbeit ^ habe ich den innigen Zusammenhang 
dargestellt, welche zwischen den Gammafunctionen und den Integralen der 
obigen Differentialgleichung stattfindet. Ein ganz specieller Fall dieser 
Differentialgleichung ist die der hypergeometrischen Reihe. In der grund- 
legenden GAUSs'schen Abhandlung ttber die genannte Reihe wird die Func- 
tion n{z) = r{z + i) aufgestellt und ihre wichtigsten Eigenschaften er- 
mittelt. Der Werth der Reihe F{a y ^ , ^ j x) för x— i wird sodann mit 
Leichtigkeit auf diese Function zuröckgefiihrt In ganz ahnlicher Weise 
känn nun die O-Function auch in der Theorie der obigen allgemeineren 
DifiFerentialgleichung benutzt werden, Die Anwendbarkeit der Function 
in dieser Hinsicht soU jedoch nicht in der vorliegenden Arbeit verfolgt 
werden. Anstått dessen wollen wir vervoUständigen, was in einer frö- 
heren Arbeit * ttber den Zusammenhang zwischen der Gammafunction und 



* Uber einen Zusammenhang zwischen getvissen linearen Differential- und Differenzen- 
gleichungen, Bd. 9 dieses Journali. 
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der obigen Diiferentialgleichung dargestellt worden ist. Dieser Zusainmen- 
häng kanri folgenderweise angegeben werden. Bezeichnet y eine in passender 
Weise gewählte Lösung unserer Diiferentialgleichung, und wird das Integral 

fyoo'~^ dx 

zwischen zwei singulären Stellen der Diflferentialgleichung genommen, so 
känn dieses Integral, wenn es tlberhaupt einen bestimmten Sinn hat, durch 
die Gammafunction ausgedrtickt werden. Ist insbesondere h„, = o (und a^ 
reel), in wdcheni Folie nur zwei singtildre Stellen a^ = o und rr = oo sich 
finden, so hat das Integral 



o» 



iyx' ^dx 



bei passender Wahl von y stets einen bestimmten Sinn, wenn zugleich der 
reelle Theil von z hinreichend gross ist, und känn durch die Gammafunction 
in folgender Weise ausgedräckt werden 



os 

Jyx^^^dx 



u 



= «'F(.)sin;r(.-.,)...sin;r(.-.j[-.j^-^+...+^^--], 

wo F{z) und p ihre friiher festgesetzten Bedeutungen h'aben. Dies ist a. a. O. 
nicht bewiesen. Es giebt im Allgemeinen p .von eirtander linear unab- 
hängige Integrale y, fdr welche eine sqlche Gleichung besteht, und för 
welche somit lim x^y = o ist, wie gross auch k sein mag. 

Da die Diiferentialgleichung der Exponentialfunction e""*" ein specieller 
und zugleich der öberhaupt einfachste Fall unserer Diiferentialgleichung ist, 
so behaupten wir also mit andern Worten, da^s die im Frage stehenden 
bestimmten Integrale durch das einfachste unter ihnen 



«0 



r{z) = fe-'x'-'dx 



ausgedrtickt werden können. 

In diesem Paragraphen sollen zunachst einige Formeln entwickelt und 
Bezeichn ungen fcstgesetzt werden. 

Aeta mathemmtiea, Iff. Imprimé 1« 21 noTembre 1891. ' 47 
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Im Folgenden wird stets vorausgesetzt, dass a^ einen von Null ver- 
schiedenen Werth hat. Dagegen känn h^ auch gleich Null sein. Unter 
h^ soll weiterhin die erste von den Grössen h,^ , &^_i , . . . , Ä^ verstanden 
werden, welche von Null verschieden ist. Ist n = 'm, so hat unsere Diffe- 

rentialgleichung drei singuläre Stellen: x = o j x = - == a und .t = co. 

Ist n < nij so hat sie deren nur zwei: x = o und x = co. 

Weil a^ von Null verschieden ist, so besitzen die Integrale uuserer 
Differentialgleichung bekanntlich die Eigenschaft, nach Multiplication mit 
einer passenden Potenz von x, in der Umgebung von x = o endlich zu 
bleiben, und können in dieser Umgebung durch eine Summe von Reihen 
der Form 



oo 



(5 5) y.o = av» Z [Cr + er log o; + ... + (?;l, (log x)'-'] x^ 



w = 



^"1. Ist 

6„ I 



dargestellt werden, wo p eine Wurzel der zum singulären Punkte x = o 
gehörigen Fundamentalgleichung der Differentialgleichung bedeutet. Ist 

n = 7)1, so ist der Convergenzradius R der Reihen y^ gleich 

71 < w?, so ist jB = CO, d. h. die ?/^ sind beständig convergirende Reihen. 
Durch die Substitution x = t~^ geht die Differentialgleichung 

(56) (a, ~ b^x)p + {a, — K^^r"^ + . . . + K — ^-••^)^^'"2 - o 
in eine Differentialgleichung derselben Form ttber: 

(57) {A, - Bj)y + {A, - B,t)t^ + . . . + (^„. _ B^t)rg! == o. 

Die Constanten A und B lassen sich mit Hftlfe der folgenden in Bezug 
auf p identischen Gleiclmngen berechnen: 

(58) r,(— /)) = a, -i- ajj -{- a^p{p— 1) -{- ...+ a„p{p— i)...{p — m -\- i) 

-^B, — B,p+B,p{p+i) + ...-\r{—iTB„p{p+ i)... 

...(/> + «i — i), 

(59) r^{—p—i)^b^-^b^p-{-h^p{p—i) + ...+ h^p{p— i)...{p — m-\- 1) 

= A^ — A,p + A^p{p—i)-{- ... + (— i)"A^p{p + i) . . . 

...(jo + ni — I ). 



Zar Theorie der linoaren DifferenzoDgleiohungeD erster Ordnung. 871 

Es sind soinit 6,„ und A^ beide gleichzeitig NuU öder von Null ver- 
schieden. Ist also b^ von Null verschieden, so sind x = o und a; = co 
singuläre Stellen derselben Beschaffenheit. Die Integrale der Differential- 
gleichung (56) lassen sich dann in der Umgebung der Stelle a; = co 
durch eine Sumnie von Reihen der folgenden Form ausdrtlcken 

.,=G)'|:[«"+'''-"°«i+-+^-('°«rjö" 

wo p eine Wurzel der zum singulären Punkte a: = cx) gehörigen Funda- 
mentalgleichung bedeutet. Diese Reihen convergiren, wenn \x\> R ist. 
Es ist offenbar r^,( — />) = o die zum singulären Punkte x = o und 
r^{p — i) = o die zum Punkte x = co gehörige Fundanientalgleichung. 

Ist aber h,^ und somit auch A^ = o, so ist die Beschaffenheit der 
Stelle X = cx) eine ganz andere als vorher. In § 24 soll sie in einer 
ijewissen Beziehung charakterisirt werden. Dabei wird die Gamraafunction 
eine eigenthtlmliche Anwendung finden. 

Durch die Substitution x = at werden die Constanten a der Diffe- 
rentialgleichung (56) nicht verändert; die b gehen ahev m b^a,b^a,,..,b^a 

nber. Deshalb können wir weiterhin voraussetzen, dass j-^ = ( — i)*"""» 

ist, WO a eine reelle positive Zahl bedeutet. Ferner nehmen wir an, dass 
die bestimmten Integrale, von denen die Rede sein wird, längs einer die 
Grenzen verbindenden Geraden erstreckt sind. Bei den ferneren Integra- 
tionen ist demnach x eine reelle Veränderliche. 

Stellt man die durch partielle Integration erhaltene Gleichung 

X 

o 

+ (^ + V— i){z + v)x'+'-^f/•'-" + ... + (— ir'(^ + 2){z + 3) ... {z + v)x'^'y 



+ (— i)"(^ + i)(^ + 2) . . . (^ + v)Jx'ydx 



mit der Gleichung 



X 



fx'{b^y + i,r/ + . . . + b„x''y^'")dx =fx'-\a,y + a,xy' + ... + a^x'^y^'"')dx 
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zusaiiimcn, so ergiebt sich 

X X 

(60) r, {z)fyåc'dx = T^{z)fyx'-^dx — af-^^is , x), 

o o 

wo T^{z) f r^{z) f B^{z f x) die folgendén Ausdröcke bezeichnen 

(61) r„(^) = «o — o,^ + a^z{is + 1) + . . . 

... + (— i)"'a„z{z + i)...{z + m—i), 

'■ (62) r,(^) = b, — h,{z + i) + K{z +!)(;?+ 2) + .. . 

... + (— I)"i.(^ + l)(^ + 2) ... (;J + W), 

(63) i^{z ,x) = <p^ + <p,z + :..-\- fp„_,Ä"-'. 

Die Grössen <p sind in Bezug auf y , y\ ...,y"~*^ homogeiie lincare Func- 
tionen, deren Coefiicienten aber ganze rationale Functionen von x sind. 
Insbesondere hat jf„_i die Form 

(64) J^m-l = (— O" («m —K^)^y' 

Unter den Grössen f „,..., fr „,_i ist jr^ die einzige, Avelchc die (/« — i)'*" 
Ableitung von y enthält, und zwar ist der Coefficient von y*-*) gleich 

(65) — x^ia^— b^x). 

Es ist, wie schon gesagt wurde, 

ro(— ^) = «o + "1^ + «s^(-?— O + ••• + ''.»^(-^ — i)---{2 — m + i) = o 
die zum singulären Punkte x = o und, wenn n = m ist, 

*•,(•?— = ^ — ^-2' + M('^+ O +•••+(— 1)"^«'^(^+ i)..(« + »— = 

die zum singulären Punkte x = co gehörige Fundatnentalgleichung. Setzt 
man 

r,(-) = (- O" ^'» (^ — "'OC-^ — -s^O •;•(■? — o, 

I 

so sind die Wurzeln der erst genannten Fundamcntalgleiehung: — z^, 
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— z^j . . . , — i^ , und die der letzteren ^J + i , ^rj + i , . . . , ^^^ -[- i . Auch 
weiterhin solleri die folgenden Bezeichnungen beibehalten werden: 

_ fc,-i a^,i m(m-i) n(n + i) 
^ — *i T^ • • • T^ ^« *i • • • ^w — ~r~ _ I I I • 

Ist n = m, so ist offenbar 

(66) ^ ^(^ _ i) . . . (^ _ ^M + 2){p + X + O = o 

die zum singulären Punkte x = a gehörige Fundamentalgleichung. 

Aus der allgemeinen Form (55) der Integrale unserer DifFerential- 
gleichung *in der Umgebung der Stelle x = o geht hervor, dass der reelle 
Theil von -? = C+ ^C iin Allgemeinen grösser als die cntsprechenden 
f Theile vop ^j , . . . , z„^ vorausgesetzt werden inuss, wenn die in Gléichung 

(60) vorkommenden Integrale einen bestimmten Sinn haben sollen. Es 
soU weiterhin mit ^ die im algebraischen Sinne grösste unter den reellen 
Theilen von jsr^ , . . , j z^ und mit Ci die kleinste unt^r den reellen Theilen 

von z\ y . . . , zl^ zu fiifdende Zahl bezeichnet werden. 

* 

Es giebt tlberhaupt nur zwei FäUe, wo der in Gléichung (60) vor- 
kommende Ausdruck ^^"^8^,(^,0;) in Bezug auf die Grösse z rational 
werden känn. Entweder muss x = i gesetzt werden, öder es muss x 
einen solchen Werthe erhalten, dass Sq{z , x) identisch verschwindet. 

22. In diesem Paragraphen setzen Avir voraus, es sei n = m, Die 
zum singulären Punkte x = a der Différentialgleichung (56) gehörige 
Fundamentalgleichung (66) hat die Wurzeln o, 1,2, , . , ,in — 2 , — x — i. 
Das zur Wurzel p = — x — 1 gehörige Integral, welches mit oy bezeichnet 
Averden soU, ist nun besonders bemerkenswerth. SoU das Integral 

(67) f{z) ^frjx^-^dx, 

wo C> c, ist, einen bestimmten Sinn haben, so ist cs offenbar nothwendig 
und zugleich auch hinreichend, dass der reelle Theil von x < o ist. 
(Jberdies wollen wir aber in diesem Paragraphen noch voraussetzen, dass 
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— X — I von den ubrigen Wurzeln der Gleichung (66) verschieden ist, 
d. h. dass x gleich keiner der Zahlen — i, — 2,..., — w+ i ist. Dann ist 

wo 5p eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von a — x fortschreitende 
Reihe bezeichnet, deren constantes Glied von Null verschieden ist. 

Aus Gleichung (60), wo y = rj zu setzen ist, geht hervor, dass 
limg^(^ , x) endlich sein rauss. Es soll bewiesen werden, dass diese Grenze 

x = a 

identisch gleich Null ist. Zu dem Ende beachte man, was schon im 
vorigen Paragraphen hervorgehobcn wurde, dass jr^j, ..., jr^_i in Bezug auf 
^ , ^', . . . , yf"^"^^ als homogene lineare Functionen betrachtet werden können, 
deren Coeflficienten ganze rationale Functionen von x sind, sowie auch, 
dass die {m — i)*® Ableitung yy^"-^> nur in ^^ enthalten wird. Weil 
ferner ly^^^ =^ (a — x) ' ^~^5Pa(^' — '^O gesetzt werden känn, wo ^^^ eine ge- 
wöhnliche Potenzreihe bezeichnet, so känn %^{2 j x) auf die folgende Form 
gebracht werden 

(68) 8,(^ , x) = {a — x) ---{0^ + (/)^^ + . . . + 0„,,,z-% 

Avo (P^ , . . . , 0^1 nach positiven ganzzahligen Potenzen von a — x ent- 
wickelbare Functionen bezeichnen. Ist nun der reelle Theil von x < — in. 
so geht die Richtigkeit unsercr Behauptung aus (68) unmittelbar hervor. 
Ist der reelle Theil von x =^ — m, so werden ly , ^', . . . , yf'"'\ nicht 
aber 7f'""^\ gleich Null fCir ./- — a. Dasselbe ist daher auch mit den 
Functionen jTj , . . . , ^,„ ^ der Fall, da sie nur 37 , . . . , 7j^"'''\ nicht aber 
^(m-i) enthalten. Es muss indessen auch jr^ f(\r x = a verschwindcn, 
was sich daraus ergiebt, dass r/""-^"^ mit dem Coeflficienten (65) multipli- 
cirt ist, und dieser CoeflTu^ient ist Null fOr x --= a, wälirend gy^'"-^^ nicht 
unendlich ist. Aus Gleichung (63) geht nun die Richtigkeit unserer Be- 
hauptung auch in dem fraglichen Falle hervor. 

Nuumehr sei x eine GrOsse, deren reeller Theil einen zwischen o und 

— Ill liegenden Werth hat, und es sei der imaginäre Theil von x jedes- 
mal von Null verscliieden, wenn der reelle Theil gleich irgend einer der 
Zahlen — 1 , — 2 , . . . , — m -\- i ist. N?lhert sich nun x der Stelle a^ 
so nilhert sich s^,(.r,.r) wegen (()o) gleiclizeitig einer bestimmten endlichen 
Grenze, wilhrend jedoch (a — x) ^ '" olme Ende wächst. Es muss somit 
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der in (68) vorkommende Klammerausdruck fiir x= a gleich Null sein. 
Weil dies för unbestimmte Werthe von z stattfindet, so mössen (p^,...^ 
0,n-i den gemeinschaftlichen Factor a — x enthalten, und es känn dera- 
nach Sq{z , x) auf die folgende Form gebracht werden 

(69) 8,(^, x) = {a ~ xY^-^\0', + 0;^ + . . . + C_,^-^), 

wo die (!>' nach positiven ganzzah ligen Potenzen von a — x entwickelbare 
Functionen bezeichnen. Ist nun der reelle Theil von x< — w+ i, so 
ist offenbar %^{z , a) identisch gleich Null. Hat der reelle Theil von x den 
Werth — w + i> s« ist der absolute Betrag des Ausdruckes (a — ./•)~''~"*~^ 
zwar gleich Eins, der Ausdruck selbst aber nähert sich, weil der imagi- 
näre Theil von x nicht gleich Null ist, keiner bestimmten Grenze, wenn 
X sich der Stelle a nähert. Es muss also wiederum der in (69) vor- 
kommende Klammerausdruck fiir .t = a und för unbestimmte Werthe 
von z gleich Null sein, etc. Durch wiederholte Anwendung dieser Schluss- 
folgerungen ergiebt sich offenbar, das %{z ^ a) in allén den Fallen identisch 
verschwindet, wo der reelle Theil von x < o ist, während x selbst einen 
von den ganzen Zahlen — i, — 2,..., — m+i verschiedenen Werth hat. 

Ist X gleich irgend einer der genannten Zahlen, so ist /> = — x — i 
eine zweifache Wurzel der Gleichung (66), und dann hat es keinen Sinn, 
von einem einzigen zu dieser Wurzel gehörigen Integrale zu sprechen. 
Bei dieser Gelegenheit wollen wir diesen Fall keiner näheren Erörterung 
unterziehen. 

Es sei also fortwährend der reelle Theil von x < o und x selbst 
von den ganzen Zahlen — i , — 2 , . . . , — m '\- \ verschieden. Die 
durch (67) defiiiirte Function f{z) hat alsdann för C> C, einen bestimmten 
Sinn, und es ist 

f{z + i) = r{z)f{z). 

Da die Verändefliche x reel ist, so känn der absolute Betrag von f{z)^ 
wofern die Veränderliche z ^- C + K' auf einen, der Bedingung a > (J^ 
genugenden, zur imaginären Axe parallelen Streifen (a < C:^ « + i) be- 
schränkt wird, nicht öber eine gewisse endliche Grenze wachsen. Weil 
f[z) nach einem bekannten Satze aus der Theorie der bestimmten Inte- 
grale in dem genannten Gebiete zugleich eine monogene Function von z 
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ist, SO känn sie auf Grund des in § 9 bewiesenen Satzes auf die folgende 
Form gebracht werden: 

(70) /,.- i,te = ev.- ;:i:z:;;;::;:;:i:-; = fa-F(.). 

Durch dicse Gleichung wird eine grosse Monge bestimmter Integrale 
auf die Gamniafunction zuruckgeftthrt. Ein ganz specieller Fall der- 
selben ist die bekannte Gleichung 

j ( I — ir) X dx - -Y^-^ • (- >o) 

Ist a von Eins verschieden, so känn f{z) folgenderweise als Suinme 
zweier Integrale dargestellt werden 

a 1 a 

f{z) =J',jx'--Ulx =J'ijX-'-'dx -\-frjx'-'dx = P{z) + Q{s). 

O 0*1 

Setzt man in Gleichung (60) y = rj und x = i, so ergiebt sich, dass 
P[z) die Differenzengleichung T^[z)P{z-\- \)=^Tq{z)P{z) — ^^{z) befriedigt, 
wo 8jj(,r) = 8j^(2?, 1) Avegen (63) eine ganze rationale Function von höchstens 
[m — i)'®" Grade bezeichnet. Hieraus folgt, dass Q(^z) = f{z) — P{z) der 
Gleichung r^{z)Q(z -{- i) = r^{z)Q{z) -{- Sq(z) genftgen muss. Das Inte- 
gral Q{z) hat aber fttr jeden Werth von z einen bestinunten endlichen 
Werth und känn daher nach eineni bekannten Satze in eine beständig 
convorgirende Potenzreihe entwickelt werden. Der obigen Darstellung von 
f{z) als Summc zweier Integrale cntspricht die MiTTACi-LKFFLEK^sche 
Darstellung derselben Function als Summe einer Partialbruchentwickelung 
und einer beständig convergirenden Potenzreihe. 

23. In diesem und im folgenden Paragraphen nehmen wir an, dass 
n < m ist. Unsere Differentialgleichung (56) hat dann nur zwei singuläre 
Stellen x =^ o und x = co, von denen die letztere als eine wesentlich 
singuläre zu betrachten ist, weil die Integrale der Diiferentialgleichung 
die Eigenschaft nicht inehr besitzen, nach Multiplication mit einer pas- 
senden Potenz von x in der Umgebung dieser Stelle endlich zu bleiben. 
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Es känn demnach in Frage gestelit werden, ob es tlberhaupt ein Integral 
y gebe, fttr welches das Integral ^ 

00 

Jy,rf-^dx (C>c,) 

o 

einen bestimmten Sinn hat. Die Existenz solcher Integrale lässt sich in- 
desscn leicht nachweisen, wenn wir einen von Herrn Pincherle in seiner 
intercssanten Arbeit SuUe funzmii ipergeometriche generalizzate * bewiesenen 
Satz zuin Ausgangspunkte wahlen und den demselben zu Grunde liegenden 
Gedankengang verfolgen. 

Mit Benutzung unserer im Vorhergehenden festgesetzten Bezeichnungen 
knnn der in Frage stehende Satz folgenderweise ausgesprochen werden: 

Setzt man 

._ ^,r(g---g^)...r(g — gj 



*(^)-'*r(.-.;)...r(.-.i)' 



ist ferner n <m und a eine héliehige reelle Zahl, welche grösser ist als die 
reellen Theile von z^y . . . , z^, so hat das Integral 



a4-'«o 



(71) ^{x) = f x-'<P{z)dz, 



a — ioo 



wenn der reelle Theil von x positiv ist und ivenn der Integrationsweg aus 
der zur imaginären Ax-e parallelen Geraden C= a besleht, slets einen he- 
st i imnten endlichen, von a unabhängigen Werth, und es ist zugleich ^{x) 
ein Integral der Differentialgleichung (56). 

Dieser Satz g il t aber auch fur den Fall, wo <l>{z) gleich dem in § 10 
charakterisirten allgemeineren Ausdruck (34): 

(72) 0{z) = a'F{z)s\n7r{Z'-c^)...sin7r{z--Cp)[-, — ^ -+...+ -^ — j^ -1 

gesetzt wird, was jetzt nachgewiesen werden 30II. Der Beweis stimmt, 
abgesehen von einigen unwesentlichen Modificationen, mit dem des Herrn 
Pincherle vollständig öberein. 



^ ReodicoDti dclla R. Accad. dei Lincei. Vol. 4* S. 694 u. ff. 

Acta mathemaiica. Iff. Imprimé le 96 noyembre 1891. 43 
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Nach einem in § 1 1 bewiesenen Satze hat das Integral (71), wo 
0{z) nunmehr den Ausdruck (72) bezeichnet, stets einen bestimmten 
Sinn, wenn a > Cp d. h. grösser als die reellen Theile von ^j , . . . , jsr^, 
und der reelle Theil von a; > o ist Es soU zunächst bewiesen werden, dass 
der Werth des Integrals von a unabhängig ist. 

Zu dem Ende denke man sich in der durch die Bedingung C> C, 
definirten Hälfte der 0-Ebene ein Rechteck mit den Ecken a — uoy a + io>, 
/9 + /ö> , y? — io). Wird das Integral 

Jx~'0{z)(h 

m 

längs der Begrenzung dieses Rechteckes erstreckt, so ist der Werth des- 
selben nach einem bekannten Satze gleich Null. Somit ist 

f x-'(P{z)dz+ f x-'0{z)dz 

a — im + /» 

fi—fw a—i<o 

+ f x-'0{z)dz + f x-'0{z)dz = o. 

Auf Grund des in § 11 bewiesenen Satzes wissen wir aber, dass der Aus- 
druck z^x~'0{z)j wie gross auch k sein mag, mit wachsendem \C\ sich 
gleichmässig der Grenze Null nähert, wenn der reelle Theil von z^^C-h^C 
auf ein endliches Intervall, und die Veränderliche re auf ein Gebiet, dessen 
sämratliche Punkte positive Abscissen haben, beschrftnkt wird. Lässt man 
also CD- ohne Ende wachsen, so nahern sich das zweite und vierte in der 
obigen Gleichung vorkommende Integral der Grenze Null. Ftir ca = co 
geht diese Gleichung somit in die folgende tlber 



/ x-'0{z)dz = f 

a — <oo fi — iao 



f x-'0{z)dz = f x-'0{z)dz. 



Jetzt gehen wir zum Beweise des zweiten Theiles des fraglichen 
Satzes öber. Auf Grund der letzten Gleichung ist offenbar 



a+fao a + too 



(73) ^r{a;) = f x-'0{z)dz = f x-^'^'^0{z + \)dz. 



a— i» a — foo 
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Hieraus folgt 



a-^lr> a-^-iao 



^'{x) = — / x-"^'^<l>{2)zd3=^ — / x-"^''^(P{z + i)(^+ i)dz, 



a — ivi a — ioo 



a+iQo 



jf('>(j;) -.-.= (_ i)' J 2-" + ''></'(if)^(2 + i) ... (^ 4- v — l)(/^ 



a— I* 



= (— i)' J j;-^'+'^'><iO(^ + i){2 + i) . . . (^ + v)de. 

tf— <o& 

Es ist also allgemein 

a + iao 

(74) (— iyxY:'{x) = / x-'0{z)z{z + i) . . . (^ + v — i)rf^ 

a — (oo 

und 

(75) (- i)''x''+V>'(.r) = / a;-'<P(^ + i){z + i)(^ + 2) . . . (^ + :^)rf^. 



a— 100 



Sctzt man 

ro('8') = "o —^h^ + «a'ä'('8'+ o + ••• + (— ir«m''.(^ + l)--'(^ + »»— .0 

r,(.) = &, - b,{z-+ 1) + 6,(^ + i)(^ + 2) + . . . 

... + (— iyb„{z + i)(^ + 2) . .. (<? + «) 

so kanii die GleichuDg T^{z)0{z + i) = r^{z)0{z) uach Multiplication mit 
x~', in folgender Weise geschrieben werden: 

b^x-'0(z + 1) — b^x-'<l>{z + \){z + 1) + . . . 
... + {— ifb^x" 0{z + \){z+ \)...{z + n) = a^x-'0{z) — a^x-'0{z)z-\-... 

... + (— iYa^,x"0{z)z{z + 1) ...(;? + w — i). 

Integrirt man nun die beiden Seiten dieser Gleichung zwischen den Grenzen 
a — ico und a + ^co, so ergiebt sich mit Benutzung von (74) und (75) 

\^V{(C) + Kxy{x) + . . . + i«a;«^V^">(a;) 
Es ist also ^{x) ein Integral der Differential gleichung (56). 
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24. Es ist nun sehr leicht zu zeigen, dass das Integral jr(a:), för 
unbestimmte Werthe der Constanten ^^ , . . . , Ap, mit der Exponential- 
function e~' die Eigenschaft gemein hat, dass o;* jr (c), wie gross auch k 
sein mag, fttr positive ohne Ende wachsende Werthe des reellen Theils 
von X sich der Grenze Null nähert. Damit ist zugleich bewiesen, dass 
das Integral 



00 



fy{x)x'~\fx 



fttr C> Cl stets einen bestimmten Sinn hat. Aus der Gleichung (73) folgt 
in der That 



oder 

O+<Q0 

a — iw 






woraus sich die Richtigkeit unserer Behauptung sehr leicht ergiebt. 

Es bleibt noch tibrig, zu beweisen, dass das Integral ^{x) nicht 
identisch verschwinden^ känn, was nicht unmittelbar einleuchtend ist. 
Nach dem in § 1 1 bewiesenen Satze hat das Integral ^^{x) immer einen 
bestimmten Sinn, wenn der Integrationsweg durch keine Unendlichkeits- 
stelle von 0(2) hindurchgeht. Da die Unendlichkeitsstellen dieser Func- 
tion in eine gewisse Anzahl aritmetischer Reihen zerfallen, so känn often- 
bar die Zahl a so angenommen werden, dass a — A, för jeden ganzzahligen 
Werth von ?,, von den reellen Theilen der genanuten Stellen verschieden 
ist. Das Intesfral 



'O 



^a(^) — f ^ '0{z)(iZ (a>Ci) 



a— A — iM 



hat dann för jeden ganzzahligen Werth von A einen bestimmten Sinn. 
Durch Vermittelung eines Rechteckes und mit Benutzung der im vorigen 
Paragraphen angewandten Betrachtungen findet man, dass das Integral 
(f{x) gleich ist dem Integrale (px{x)^ vermehrt um die mit 2r/ multipli- 
cirte Summe der Residuen der zwischen den Parallelen C= a — ^ und 
C= a liegenden Unendlichkeitsstellen von x~'(p{z). Es sei ^ gleich einer 
der Zahleji — z^j — z^j . . . ^ — z,,,. Dann hat man 
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X ' == .r^-^^ 



^ I \ log a; + ^^— (log a:)' + . . .j» 






(76) *(.) . -_.-5:^ ^,. + . . . + ^ ^■^i^- + <l.(. + ^ + v), 

wo 5p eine gewöhnliche Potenzreihe bezeichnet. Das Residuum der Stelle 
^= — p — v ist somit 

[v, - o, i„gx +...+(- ■>-c,-,. .i'°^.t:i,) ]'^"- 

Es ist also 

WO die Summation sich auf solche Werthe p , v bezieht, fttr Avelche 
— p — v gleich einer zwischen den Parallelen C= ol — A und C=='Oi 
liegende Unendlichkeitsstelle von (P{2) ist. Fttr wachsende Werthe von 
A nilhert sich offenbar 



a 4 I* 



d\{xA = I X '—, ^ ; ^, 

' *^ ^ J t{z — i)T{z — 2) . . . r(e — /) 

a— in 

da n < m ist, der Grenze Null. Es ist also 



Dann ist die Richtigkeit unserer Behaiiptung bewiesen, denn 6'^"^ 6^^,..., 
CT^l 1 können nicht alle gleich Null sein. Wir haben aber zugleich die 
Function ^{x) in eine beständig convergirende Reihc der bekannten Form 
(55) entwickelt. Die Constanten C werden aus der Gleichung (76) cr- 
halten. 

Aus (74) geht hervor, dass auch alle Ableitungen von fr(:r) sich der 
Grenze Null nähern, wenn der reelle Theil von x durch positive Werthe 
ohne Ende wRchst. Setzt man also in (60) y — i^i^) und ;/; = 00, sg 
ergiel)t sich mit Benutzung der Bezeichnung 



ao 



(78) F{z)=ff{.c)jc'-'iix 
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die Gleichung 



F{z+i) = }^J~F{z) = Tiz)F{z} 



Weil X bei der Integration als eine reelle Veränderliche betraclitet wird, 
so findet man, dass das Integral (78) nicht nur die in § 10 unter I. und 
IL sondern auch die unter III. erwilhnte Eigenschaft besitzt. Bei passen- 
der Bestimmung von A^ y . . . , A^ lässt sich somit F{z) auf die folgende 

Form bringen 

00 

(79) f(f{x)x'-'dy 



A. 



= a^Yiz) sin niz — c,) . , , sin ^(2 — c,)\ - — ~ — — + . . • + - — ---^ — r I 

Es bleibt noch tibri^, den folgenden Satz zu beweisen: 

Es giébt p und nicht mélir als p von einander linear unahhunglge Inte- 
gr (de y^ j V^x^ - - - j llp ^^'' Differentialgleichmig (56), wélclie die Eigenschaft 
lim x^if{x) = o hesitzeHj tvie gross auch k sein mag. 

Der erste Theil ist auf Grund des soeben bewiesenen Satzes un- 
inittclbar einleuchtend. Es sei, um den zvveiten Theil zu beweisen, y ein 
Integral, welches die genannte Eigenschaft eben falls besitzt. Von y^ , ..., 
y^ nehmen wir zugleich an, dass sie solche Integrale sind, die sich auf 
die Form (71) bringen lassen, Es ergiebt sich nun zunächst, dass die 
Ableitungen von y ebenfalls die Eigenschaft besitzen, dass sie nach Multi- 
plication mit einer beliebigen Potenz von x sich der Grenze Null nähern, 
wenn der reelle Theil von x durch positive Werthe ohne Ende wächst. 
Bezeichnet nämlich 3i(f , r) die obere Grenze von y in dem Falle, dass x 
eine um den Punkt x = $ mit dem Radius r gezeichnete Kreislinie durch- 
läuft, so ist bekanntlich 

tässt man nun r Constant bleiben und den reellen Theil von f durch 
positive Werthe ohne Ende wachscn, so nähert sich My mit einer be- 
liebigen Potenz von c multiplicirt, offenbar der Grenze Null. Dies ist 
somit auch mit den Ableitungen von y der Fall. 
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Aus (ler Gleichung (63) ergiebt sich nun, Aveil f^o > • • •» f»» -1 homo- 
gene lineare Function^n von y ,?/,..., z/*""^^ sind, dass Ihn x' '^ Sq{z j x) 

fftr alle Werthc von ^ gleich Null ist Aus (60) folgt somit 



QO 00 



CyxUlx = r{z)J 1/x' '\lx. 



o 



Beschrankt man die VerUnderliche z auf eincn beliebigen, der Bedingung 
a> Cl genOgenden, zur imaginaren Axe parallelen Streifen {oi<C^oL + 0> 
so känn der absolute Betrag diescs Integrals, weil x reel und positiv ist, 
nicht tibep eine gewisse endliche Grenze wachsen. Auf Grund des in § 10 
bewiesenen Satzes niuss sich also das Integral auf die folgende Form 
bringen lassen 

QO 

ftjx'-^dx = 0{z)y 



o 



wo 0{z) den Aiisdruck (72) bezeichnet. Dies ist auch mit jedem der 
Integrale 

fifx^^^d^j a-1.2 p) 

o 

der Fall. Durch p von einander linear unabhangige Functionen mit den 
in § 10 unter L, IL, III. erwahnten Eigenschaften känn aber, auf Grund 
des § 12, jede andere Function mit denselben Eigenschaften als homogene 
lineare Function ausgedrttckt werden. Bei passender Bestimmung der 
Constanten B^, . . . , JB^ ist demnach 



00 1 QD CO 



(80) fyx'-'dx =fyx'-^dx +fyx'-^dx = Bj'ij^x'-^flx + ... + B^fij^x^^dx 



O 



00 



= B,fy^x'-'dx + • . . + Bjy^x^-'dx + B^fy^x'-'dx + . . . 



00 



... + BpfijpX' ^dx. 
1 

Aus der allgcmeinen Form (77) der Integrale der Diflferentialgleichung 
(56) in der Umgebung der Stelle x = o ergiebt sich fOr jedes der 



384 llj. Mellin. 

zwischen den Grenzen o und i genommenen Integrale eiii Ausdruck der 
Form 



fv,r'\1x = FAz) == V y (—--' + . . . + ; — —" V a^ o,i,....p) 



Die zwischen den Grenzen i und oo genommenen Integrale sind oifenbar 
ganze Functionen. Ans Gleicliung (80) folgt also, dass der Ausdruck 
P{.z) — B^F^{z) — ... — Bj,Pj,{z) auch eine ganze Function sein muss, 
Avas offenbar nur dadurch möorlich ist, dass dieser Ausdruck identisch 
verschAvindet. Nun sieht man aber unmittelbar ein, dass die Partialbruch- 
reihen P, 7^, , . . . , P^ dann und nur dann von einander linear unabhangig 
sind, wenn die Integrale y , //j , . . . , j/^, von einander linear unabhangig 
sind. Auf Grund der Gleichung P — J5jPj — ... — B^Pj, = o ist also 
y = c^y^ + . . . + c^yp. Hiermit ist aber der obige Satz bewiesen. 

Helsingfors, April 1890. 
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